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PRÉFACE À L’ÉDITION FRANÇAISE 


L’analyse mathématique est née des multiples tentatives de traiter les 
problèmes d’application les plus divers d’un point de vue unique et ceci 
avec toute la rigueur possible. Ces tentatives ont abouti : les principaux 
concepts et les puissantes méthodes de l’analyse mathématique constituent 
un outil universel qui est utilisé avec succès dans la résolution d’un 
immense spectre de problèmes. De nombreux grands savants comme New- 
ton, Cauchy, Leibniz y ont apporté leur contribution. 

De nos jours, les méthodes mathématiques d’investigation gagnent de 
nouveaux terrains tels économie, biologie, médecine, linguistique, etc. 
Cette situation pose de nouveaux problèmes aux auteurs de manuels. Il 
existe actuellement de nombreux cours d’analyse mathématique. Or, ce 
sont en général ou bien des cours trop volumineux dont les auteurs essayent 
d’exposer toutes les questions relevant de cette science, ou bien des cours 
par trop réduits où bon nombre de questions ou la rigueur, sinon les deux, 
sont sacrifiés au volume. 

Le présent ouvrage a son origine dans le cours oral donné par l’auteur à 
l’Université Lomonossov de Moscou aux étudiants de différentes spéciali- 
tés : mathématiciens appliqués, ingénieurs, chimistes, économistes, 
psychologues, pédagogues, médecins, linguistes et beaucoup d’autres. 
L’auteur s’est donc fixé pour objectif d’écrire un cours d’analyse mathé- 
matique qui soit à la fois rigoureux et complet. Pour arriver à son but, il a 
revu la démonstration d’un grand nombre de théorèmes, modifié l’ordre 
traditionnel de l’exposé, réuni certaines sections (exemple : les suites et les 
séries sont traitées simultanément dans un même chapitre), adopté un ordre 
unique pour exposer des concepts similaires, etc. Adressant son ouvrage 
aux techniciens qui auront à l’utiliser dans leur travail quotidien, l’auteur a 
mis l’accent sur l’application des méthodes d’analyse mathématique au cal- 
cul approché. L’exposé est volontairement concis. Des exercices sont donc 
indispensables pour une meilleure assimilation du matériel. Le lecteur trou- 
vera dans l’ouvrage de nombreux problèmes de caractère théorique et 
appliqué. La lecture de ce cours n’exige pas de connaissances préliminaires 
plus amples que pour tout autre cours d’analyse mathématique. L’auteur 
espère gagner le plus large auditoire. 


V, Ouvarov 
Moscou, mai 1987 


CHAPITRE PREMIER 


THÉORIE DES NOMBRES RÉELS, NOMBRES COMPLEXES, 
VECTEURS 


L’Analyse mathématique est une partie importante des mathématiques 
supérieures. Les notions et méthodes fondamentales de l’ Analyse sont lar- 
gement utilisées par diverses sciences mathématiques. L’objet d’étude de 
l'Analyse sont les variables et les fonctions. On entend par variable toute 
grandeur (observée ou imaginaire) qui est susceptible de prendre diverses 
valeurs. On entend par fonction une loi qui à chaque valeur d’une variable 
(ou à un ensemble des valeurs de plusieurs variables) associe une valeur 
bien déterminée d’une autre variable. Les variables seront, en règle -géné- 
rale, notées par des lettres. Ainsi on note y = f(x) le fait d’associer à cha- 
que valeur d’une variable x, selon une loi notée /, une valeur déterminée de 
la variable y. 


Exemple. Un point matériel se meut le long d’une droite. Si x est le 
temps que met ce point pour parcourir le chemin y, alors donner sa loi de 
mouvement c’est donner une fonction y = f(x). 


Les fonctions élémentaires sont étudiées en mathématiques élémentai- 
res. Pour une étude approfondie de fonctions on se sert utilement de la 
notion de passage à la limite. On appelle limite d’une fonction y = f(x)un 
nombre y, vers lequel tend la valeur de la fonction lorsque la variable x 
tend vers x,. Une définition plus rigoureuse de la notion de limite et l’appli- 
cation de cette notion à l’étude des variables et des fonctions font précisé- 
ment l’objet de notre cours. Avant d’aborder la notion de limite, considé- 
rons préalablement la notion généralisée de nombre réel. 


$ 1. Définition d’un nombre réel. Correspondance 
entre nombres et points d’une droite 


Nous supposons connues les propriétés des nombres rationnels, i.e. des 
nombres de la forme +m/n (m et n sont des entiers positifs). Dans notre 
cours, nous allons utiliser une généralisation de la notion de nombres, à 
savoir les nombres réels. 

Il existe plusieurs procédés équivalents d’introduire les nombres réels. 
Nous allons donner cette notion moyennant les fractions décimales illimi- 
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tées. Tout nombre rationnel m/n se laisse représenter, pour un nombre 
donné de chiffres décimaux, sous forme d’une fraction décimale avec une 
erreur ne dépassant pas l’unite de la dernière décimale rejetée, en divisant 
m par 7 avec le reste d’après la règle usuelle. En calculant les quotients 
approchés avec un nombre de plus en plus grand de chiffres décimaux, on 
arrive à la notion intuitive de fraction décimale illimitée. Ainsi on trouve 
1/3 = 0,33 à 0,01 près, 1/3 = 0,333 à 0,001 près. En poursuivant indéfi- 
niment le processus de précision des approximations décimales, on obtient 
la représentation suivante : 1/3 = 0,33333... Si à partir d’un certain pas de 
précision, les approximations décimales d’un nombre rationnel restent 
invariables, on posera égales à zéro toutes les décimales qui suivent. Exem- 
ple : 6/4 = 1,5000... A base de ces exemples, considérons la généralisation 
suivante de la notion de nombre rationnel. | 

On appelle nombre réel une suite a,,a,a,a, … d’entiers précédée d’un 
signe « + » ou « — », avec 0 < a, < 9 pour i = 1,2, ., et a, un entier 
non négatif. Le nombre a, se sépare des autres nombres par une virgule. Un 
nombre précédé d’un signe « + » est dit positif ; précédé d’un signe 
« — »,ilest dit négatif. Le signe « + » devant le nombre positif sera par- 
fois omis. 

Soit un nombre positif x = 4,, a,a, ..… On appelle approximation par 
défaut à m décimales du nombre x le nombre rationnel x,, = 4,,4a,a, …. a, 


(fraction décimale à m décimales). Le nombre rationnel 
Xn = Xn + 1/107 


s’appelle approximation par excès à m décimales du nombre x. Pour les 


nombres réels négatifs x = —}y,où y = a,,a,a;a; .….;posons x, = —},,, 
Xm = CR . ? LA LA e RE 
__ Citons les propriétés évidentes des nombres x, et x, : x,,, 2 X,;, 


Xi SX € Xm <SXyr M, n quelconques. En outre, Xx,,,, — 
— X,, < 1/107. 

Notons également la propriété suivante : étant donnés les nombres x,, à 
m décimales, m = 1,2,3,...,telsquex,,,, 2 x,x,,, — X, < 1/107, 
il existe toujours un réel x dont x,, constitue l’approximation par défaut à 
m décimales (pour x,, > 0, les m premières décimales de x et de x,, se con- 
fondent). 

Illustrons la notion introduite de nombre réel à l’aide de la correspon- 
dance entre nombres et points d’une droite. Choisissons sur une droite infi- 
nie les points O et E (fig. 1). Mettons en correspondance au point O le nom- 
bre 0,000 .…, et au point E le nombre 1,000 .… A chaque point M situé à 


O E M, M 
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droite de O associons un nombre réel x = a,, a,a,a, .… déterminé comme 
suit : a, est égal au nombre maximal de segments OE contenus dans OM. Si 
le quotient OM/OE est exact, on pose a, = a, = … = 0. S’il y a le reste 
M,M, M,M < OE, a, est pris égal au nombre maximal de segments 
OË, = (1/10)OE contenus dans M, M. En poursuivant ce processus avec 
des segments (1/100)OE, (1/1000)OE et ainsi de suite, on trouve a,, a, … 
On détermine ainsi n’importe quel chiffre d’une fraction décimale illimitée 
x = 4, 4,4, … Si le point M est situé à gauche du point O, on lui associe 
un nombre négatif x = — y, où y correspond au point symétrique de M par 
rapport à O. 

Etablissons maintenant une correspondance réciproque, à savoir asso- 
cions à chaque nombre réel x un point M de la droite. Il suffit de considérer 
les nombres positifs, puisque chaque nombre négatif x = —}y a son symé- 
trique, par rapport au point ©, défini par le nombre y. Soit le nombre 
x = @, 4,4, … Considérons les points M, et M,, correspondant aux 
approximations à m décimales x,, et x,, de x. On peut obtenir ces points en 
portant à partir du point © à droite le segment unité OE et ses fractions 
décimales respectives autant de fois qu’il le faut. On obtient ainsi une suite 
de segments emboîtés MM,,M,M,,…,M,M;, … La notion de suite de 
segments emboîtés signifie que chaque point M,,,, n’est plus à gauche du 
point M,, et chaque point M}, , n’est plus à droite du point M, quel que 
soit m = 1,2, … 

Servons-nous de l’axiome de Cantor pour la droite : dans toute suite de 
segments emboîtés {M,M;) il existe au moins un point M appartenant à 
tout segment M,.M;,m = 1,2, Cet axiome garantit la continuité de la 
droite. Montrons que dans le cas considéré il existe un point unique M 
commun à tous les segments M, M. En effet, s’il y avait deux tels points, 
M et M, le segment MM ° tout entier serait contenu dans tout segment 
M,,M,. Or la longueur d’un segment M,,M,, est égale à 1/107, c’est-à-dire 
peut être rendue inférieure à n’importe quel nombre pour m suffisamment 
grand. Comme le segment MM” n’est pas plus grand que M,.M,, nous 
avons abouti à une contradiction. 

Ainsi donc, à chaque nombre x = a,, a,a, … correspond un point M et 
un seul de la droite. Nous avons établi une correspondance biunivoque 
entre l’ensemble des nombres réels et celui des points d’une droite. Cette 
correspondance sera largement utilisée par la suite pour illustrer divers 
résultats. En particulier, nous dirons parfois point x au lieu de dire nombre 
réel x. 


8 2. Comparaison des nombres réels 
On définit les opérations sur les nombres réels en généralisant l’opéra- 


tion respective sur les fractions décimales. Définissons tout d’abord la rela- 
tion permettant de comparer deux nombres réels. 
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Définition. Un réel x est plus grand qu’un réel y (notation : x > y ou 
y < x), s’il existe un numéro m > Otel que x,, > y. 


Comme X<X<H <<. et M >, >) > …, l'inégalité 
X, > ra aura lieu pour tout m > m, si elle est vraie pour m = m, quel- 
conque. “Pour cette raison les inégalités x > y et y > x ne peuvent pas être 
simultanément vraies. Si elles le pouvaient, il existerait des numéros m, et 
m, tels que x, > y pour m > m,et}y,, > x,, pour m > m,. Alors pour 
m > max (m,,m.,) On aurait simultanément x, > y,,ety,, > Xx,,, Or, ceci 
est impossible du fait que x, < x, et}, < },,. 


Définition. Si deux réels x et y ne vérifient aucune des inégalités x > y 
ou y > x, ils sont dits égaux (notation : x = y). 


Six = y,les Fe décimales de ces nombres ne vérifient que 
l’une des trois relations : = Ya Xn =}, 5) — x: . Notons que pour 


x = yleségalitésx,, = 7.0 ouy,, = x. ne peuvent avoir lieu que si l’un des 
nombres a toutes ses décimales, à partir d’un certain rang, égales à 9, c’est- 
à-dire pour les nombres de la forme : x = a, a, a,_,a, 00. (pour 
a, > 0),y = a,,a, .… a;_,(a, — 1)99 … Gcix,, = y. pour m > D. Ainsi 
donc, deux nombres égaux peuvent Avoir dif férentes représentations sous 
forme de fractions décimales illimitées. Les nombres de la forme x = +a,, 
a, .… a, 000 … seront identifiés aux nombres +a,, a, . a, à nombre fini 
de décimales. 

Résumons : deux nombres réels quelconques x et y ne peuvent vérifier 
que l’une des trois relations s’excluant mutuellement : x > y, y > x, 
x = y. Nous nous servirons également des inégalités du type x < y 
(x > y), disant que soit x < y (x > y), soit x = y. 

Notons la propriété évidente suivante de cette relation (fransitivité) : si 
x > yety > z, alors x > z. En effet, soitx > yet y > z. On peut exhi- 
ber alors les numéros m, et m, tels que x, > y,, pour m > m,ety, > 2, 
pour m > m,. Donc pour m > max(m,, m,) on a simultanément 
Xn > In EX Ÿn > Tn: COMME },, > },,; On en tire immédiatement que 
Xn > a > 2. donc x > z. On montre aussi facilement la fransitivité 
pour l'égalité : si x = y et y = z, alors x = z. 

Considérons un caractère d'égalité de deux nombres réels très pratique. 


Lemme. Soient deux réels x, y. Supposons que pour £ > 0 quelconque 

il existe des nombres « et B à nombre de décimales fini tels que x < x < B, 
a <y<B,B — ax < €. Alors x = y. 

ÜJ Supposons que y > x. Alors pour un certain mona}y,, > x, , d’où 

a <X<Xn <Yn <Y <B et donc O0 < y, —- x, < B — x. Pour 

8 — @<E < 1/107 cette inégalité n’est possible que lorsque y,, = *. , Ce 

qui contredit à y, > < . On démontre de même l’impossibilité de l'inéga- 


lité y < x. 
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__ Par définition de la comparaison, on a x, < x < x,,. Comme 
x, — X, = 1/10”, chacun des nombres rationnels x,,, x,, est l’approxi- 
mation de x au 1/10” près (le premier par défaut, le second, par excès). 


$ 3. Bornes d’un ensemble numérique 


Avant de passer aux opérations arithmétiques sur les nombres réels, 
établissons quelques propriétés d’un ensemble arbitraire de nombres réels 
(ensemble numérique). Introduisons préalablement des définitions et des 
notations pour un ensemble d’êtres de nature quelconque. 

Nous appellerons ensemble une collection d’objets réunis en un tout 
d’après un caractère commun. Les objets faisant partie d’un ensemble en 
sont les éléments. L’appartenance d’un élément x à un ensemble À est 
notée comme suit : xe À. Si x n’appartient pas à À, on écrira x € À ou 
XE À. 


Définition. On dit d’un ensemble À qu’il est sous-ensemble d’un ensem- 
ble B si tous les éléments de À sont en même temps éléments de B (nota- 
tion : AC B). 


Définition. Tous les éléments d’ensembles À,, 4,, .…, À, constituent un 
ensemble B appelé réunion des ensembles À,, À,, .…, À, (notation : 


nñn 
B = UJ À). 
ie! 

Introduisons encore une notion utile, celle d’ensemble vide : c’est 
l’ensemble auquel n’appartient aucun élément. Notation : @. Cette notion 
simplifie l’écriture de beaucoup de relations. L'ensemble vide est évidem- 
ment sous-ensemble de tout ensemble. 


Définition. On appelle intersection d'ensembles À, À,, .…, À, l'ensem- 
ble C des éléments qui appartiennent à tous les ensembles À,, 4,, .…, 4, à 


la fois (notation : C = [7 À;). 
im] 
En écrivant {N 4, = ©, on exprime le fait que les ensembles À, et À, 
i=] 

n’ont pas d’éléments communs. 

Citons des exemples d’ensembles numériques le plus fréquemment utili- 
sés : : - 

1) on appelle intervalle ouvert et l’on note ]a, b[ ou ]b, af l’ensemble de 
tous les nombres x satisfaisant à la relation a < x < D; 

2) on appelle intervalle fermé et l’on note [a, b] ou [b, a] l’ensemble de 
tous les nombres x satisfaisant à la relation a < x < D; 
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3) on appelle intervalle semi-ouvert (semi-fermé) et l’on note [a, b[ ou 
]b, a] l’ensemble de tous les nombres x satisfaisant à la relation 
a < x < b. Les notations ]a, b] ou [b, al ont le même sens pour 
a<x< b. 


Définition. Un ensemble numérique À est dit majoré (resp. minoré) s’il 
existe un nombre c tel que pour tout élément x € À on a l’inégalité x < c 
(resp. x > c). Le nombre c s'appelle majorant (resp. minorant) de 
l’ensemble À. 

Dans cette definition sont en fait réunies deux définitions se rapportant 
à deux notions opposées (l’une d’elles est mise entre parenthèses). Nous 
ferons de même dans la suite chaque fois que cela est possible. 

Un ensemble à la fois majoré et minoré est dit borné. Le plus petit 
(resp. le plus grand) élément de l’ensemble des majorants (resp. minorants) 
d’un ensemble À est dit borne supérieure (resp. inférieure) (notation : 
sup À (resp. inf À) qui se lit : supremum de À (resp. infimum de 4)). On 
écrit sup À = + (resp. inf À = —œ) pour exprimer le fait qu’un 
ensemble À n’est pas majoré (resp. minoré). 

Donnons le critère permettant d’établir que c est effectivement la borne 
supérieure (resp. inférieure) d’un ensemble À : tout x € À satisfait à l’iné- 
galité x < c(resp.x > c),en outre, quel que soit x” < c(resp.x” > c),il 
existe un élément x € À tel que x > x° (resp. x < x”). Il découle de ces 
conditions que c est non seulement un majorant (resp. minorant) de 
l’ensemble À, mais le plus petit (resp. le plus grand) élément de l’ensemble 
des majorants (resp. minorants). 


Exemple. Supposons que l’ensemble À est composé des nombres 0,3 ; 
0,33 ; 0,333 ; .… Remarquant que tous ces nombres sont plus petits que 
1/3 = 0,333 .…, on entire que 1/3 est un majorant de À ; d’autre part, si 
x” < 1/3, alors le nombre 0,33 .… 3 à m décimales appartient à l’ensemble 
A et est plus grand que x ” (par définition même du signe >) pour un cer- 
tain m. Donc 1/3 = sup A. 


Montrons que tout ensemble numérique possède une borne supérieure 
et une borne inférieure. | 


Théorème. Tout ensemble numérique non vide majoré (resp. minoré) 
admet une borne supérieure (resp. inférieure). 

[] Soit À un ensemble majoré, c’est-à-dire qu’il existe un nombre b tel 
que tout x € À satisfait à l’inégalité x < b. Pour construire la borne supé- 
rieure c de À nous aurons besoin d’approximations à m1 décimales du nom- 
bre c. 

L'ensemble À étant non vide, il doit exister un nombre a € À tel que 
a < b. Soient les approximations x,, à m décimales des éléments x € À 
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vérifiant les inégalités a < x < b. L’ensemble de ces éléments peut être 
infini, mais l’ensemble des valeurs x, est fini, puisque l'intervalle [a, b] ne 
peut contenir qu’une collection finie de nombres à m décimales 
((b,, — 4,) 107 au maximum). Soit c,, le plus grand des nombres x, 


— : DE m e a 
Cm = MAX Xy. Puisque x,,, — x, < 1/107, on a aussi ©, 


— Cn < 1/107. Le nombre c, est à m décimales, c,,, > c, et 
Cns1 — Cm < 1/10”, donc les nombres c,, sont les approximations à m 
décimales par défaut d’un nombre réel c. Montrons que c est la borne supé- 
rieure de l’ensemble 4. Commençons par montrer que l’inégalité x < ca 
lieu pour tout x € À. Supposons le contraire, c’est-à-dire que pour un cer- 
tainxeAonax > c. Danscecasonauraitx, > ©, > c, pour un m suf- 
fisamment grand, or ceci est impossible en vertu de la définition du nombre 
c,- Montrons maintenant que si x” < c,ilexiste un x € À tel que x > x. 

En effet, de x° < cil découle immédiatement c,, > x” pour un m suf- 
fisamment grand. D’où, vu que x” > x°et que c, est l’approximation à m 
décimales par défaut d’un certain x € À, nous déduisons les inégalités sui- 
vantes:x>x =c, >x">x',doncx > x’,ce que nous voulions. Le 
nombre c vérifie donc les conditions définissant la borne supérieure de 
l’ensemble 4, c = sup À. L'existence de la borne inférieure d’un ensemble 
numérique minoré non vide se démontre d’une façon parfaitement analo- 
gue. Es 

Au cours de la démonstration nous avons obtenu les inégalités : 
x, < (sup À), < sup 4,x,, > (inf 4), > inf À pour tout x € A. 

Rappelons que nous avons posé sup À = +, inf 4 = — pour un 
ensemble numérique non majoré (resp. non minoré), on peut donc considé- 
rer que tout ensemble numérique admet une borne supérieure (resp. infé- 
rieure), finie ou infinie. 

Nous allons souvent utiliser dans la suite la propriété élémentaire sui- 
vante des notions de supremum et d’infimum d’un ensemble : si 4, B sont 
deux ensembles, x € À, y e B des éléments quelconques de ces ensembles et 
X < }y, alors on a sup À < inf B. En effet, pour un y fixe, on déduit de 
l’inégalité x < y que y est un majorant de À et donc sup À < y. Considé- 
rée pour yeB quelconque, cette inégalité nous donne également 
sup À < inf B. 


$ 4. Opérations arithmétiques 


Nous allons définir les opérations arithmétiques sur des nombres réels, 
supposant connues du lecteur les principales propriétés des opérations 
arithmétiques sur les nombres rationnels. 

Soient x, y deux réels donnés et «,, «,, B,, B, des réels quelconques à 
nombre fini de décimales vérifiant les inégalités : a, < x < a, 
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B, < y < B, (on peut prendre comme «,, «,, B,, B,, par exemple, des 
approximations décimales des nombres x et y). 


Définition. On appelle somme de deux nombres réels x et y un nombre 
réel z satisfaisant aux inégalités æ, + 8, < z < æ, + B, (notation : 
Z=X + }). 

On appelle produit de deux nombres réels positifs x, y un nombre réel z 
satisfaisant aux inégalités æ,°8, < z < æ,°B;,a, > 0,8, > 0 (notation : 
z = x'}). 

Prouvons l’existence des nombres x + yet xy. Donnons-nous des nom- 
bres «,, B,. Comme a, < @,, B, < B,, on a à, + B, < a, + B,. Mon- 
trons que x + y est la borne supérieure de l’ensemble des nombres du type 
a, + B,. Cet ensemble étant majoré par le nombre &, + B,, il possède sa 
borne supérieure égale à z. Remarquant que «, + 8, < z < æ, + B, et 
que les différences (œ, — «,) et (B, — B,) peuvent être rendues aussi peti- 
tes que l’on veut, alors, quel que soit € > 0, on peut toujours choisir les 
nombres œ,, æ,, B, et B, de façon à satisfaire à l'inégalité 
(œ, + B,) — (a, + B,) < €. En vertu du lemme du $ 2, le nombre 
z = X + yest unique. De même, en fixant les nombres «, et B, et en consi- 
dérant des «, et B, arbitraires, on montre que x + y = inf (œ, + B,). On 
démontre d’une façon parfaitement analogue l’existence du nombre x-y 
(x Z 0, y > O0) et de l'égalité x°:y = sup (a, °8,) = inf (&,°B,), a, > 0, 
B, > 0. Le produit x: y sera noté xy. 

Après avoir défini les opérations d’addition et de multiplication tout 
comme on le fait dans les mathématiques élémentaires, on introduit les 
opérations inverses, à savoir la soustraction et la division, ainsi que les opé- 
rations sur les nombres négatifs. En particulier, on définit comme suit la 
différence et le quotient de deux nombres réels : 


X—})=x+(-y); x/y = x(1/y), 


où — y est le nombre y pris avec le signe opposé et 1/y le nombre satisfai- 
sant à l’égalité y(1/7) = 1. On montre que si y # 0, le nombre 1/y existe. 
En particulier, (1/y) = inf (1/y,,) pour y > 0 (montrez-le à titre d’exer- 


cice). 

Il découle des définitions et propriétés des opérations arithmétiques et 
de comparaison sur les nombres rationnels les propriétés suivantes des opé- 
rations analogues sur les nombres réels : 

LSia>beætb>conaa>c;sia=betb=c;onaa=c. 
Za+b=b+a. 

3° a°b = b:a. 

#@(a+b)+c=a+(b + c). 

5 a + 0 = a (0 = 0,000 ...). 
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6 a°1 = a(1 = 1,000 ...). 
Ta+(-a) = 

& a(1/a) = 

9 (a + b)c = ac + bc. 

10 (ab)c = a(bc). 

11° Sia > b,alorsa+c>b+c. 

12 Sia > betc > 0, alors ac > bc. 

13° Quel que soit a réel, on peut toujours, en ajoutant à l’unité autant 
d’unités qu’il le faut, rendre a inférieur à la somme obtenue (axiome 
d’Archimède). 

Nous avons déjà considéré certaines de ces propriétés. Les propriétés 
2, 3°, 5° et 6° découlent immédiatement de la définition des opérations 
arithmétiques. Penchons-nous sur les propriétés 9% à 13° et 4°. 

Soient a, b, c des réels arbitraires et les nombres a, B,, y,, &, B>, > 
possèdent un nombre fini de décimales et satisfont aux inégalités suivan- 
tes : @; <a< @, B; <b< B,, <C< MY: 

Etablissons la propriété 4°. On a 


a +8 += +8B)+Y<(a+bl)+cs< 
< (@, + B,) + y; = æ& + B + y, 

a +B+tn=a +B +7)<a+(b+c)< 
< @, + (8, + y.) = @, + B, + y. 


Quel que soit £ > 0, on peut toujours choisir les nombres o;, B,, y; de 
façon à satisfaire aux inégalités 


(œ, + B, + Y2) — (a, + B, + y,) = 
= (a, — a,) + (8, — B,) + ( - )<E. 


En vertu du lemme du $ 2,onadonc(a+b)+c=a+(b+c). 

On établit de même les propriétés 9 et 10°. 

Etablssons la propriété 11°. Comme a > b, on peut toujours choisir 
les nombres «,, B, de façon à avoir a > a, > B, > b. En effet, il découle 
de l'inégalité a > b qu’il existe un numéro mo tel que a, > b, pour 
m > m,. En posant a, = a,,, B, = b,,, on tire des inégalités a "> a; 
b, z2bquea2>a, > B, 2 "b. Choisissons maintenant les nombres 7, et 
Y, vérifiant la condition y, — y, < æ, — B, que nous pouvons transcrire 
sous Ja forme a, + y, > B, + y, Comme a+c2>a, + y, 
B, + y, 2 b + c, alors en vertu de l’inégalité &, + y, > 6, + 7, nous 
avons a+c>2a+n>B +2 2b+c, c’est-à-dire que 
a+c>b+c. 

La propriété 12° s’établit de même. Quant à la propriété 13°, on peut la 
formuler comme suit : quel que soit a réel, il existe toujours un entier stric- 
tement positif n7 tel que 7 > a. Pour a < 0 cette propriété est verifiée si 


— 6441 


18 THÉORIE DES NOMBRES RÉELS, NOMBRES COMPLEXES, VECTEURS (CH. 1 


n 
n 


1. Si a = a, a,a, …, alors pour vérifier 13° il suffit de poser 
+ 2. 

On voit donc que les nombres réels possèdent toutes les propriétés prin- 
cipales des nombres rationnels, et donc dans le cas des nombres réels sont 
valables toutes les règles d’algèbre concernant les opérations arithmétiques, 
les égalités et les inégalités. En particulier, il n’est pas nécessaire que les 
nombres « et 8 du lemme du $& 2 soient à nombre fini de décimales. 

Dans la suite nous allons nous servir des propriétés suivantes : sia > b 
et c > d, alors a + c > b + d (on peut ajouter les inégalités de même 
signe). En effet, cette propriété découle des propriétés 1° et 11°, puisque 
a+c>b+cetb +c> b + d. On démontre de même : si a > bet 
c > d > 0, alors ac > bd. 


Exercice. Soient x, x,,, },,, Y,, les approximations à m décimales des 
nombres x et y. Montrer que 


x + y = Sup (x, + y.) = inf (x, + y.) 


et pour x > 0,7 > 0: 
xy = sup (x,7n) = inf (Xn}m). 


8 S. Puissances des nombres réels 


Définissons pour a > 0et tout x réel l’expression a* qui jouisse de tou- 
tes les propriétés d’une puissance connues de l’algèbre. Si 7 est un entier 
strictement positif, alors a" = a°a .… a (produit de n facteurs identiques). 
Le nombre a “" se définit par l’égalité 


a" = ]/ar. 


Posons, en outre, a° = 1. Alors pour toute puissance entière on a les 
relations : 

1. Soit x, < x,. Sia > 1, alors a” < a"; si a < 1, alors a > a”? 
(1* = 1). 

2. a a*2 = aix aï/a* = a*-%2. 

3. (aï)*2 = a*1x2, 

4. (ab)* = a*b*,(a/b)* = a*/bx. 

Rappelons la formule du binôme de Newton : 


(a + b}" = Y Chakbr-k. 


kK=0 


n! _n(n—-1)..(n-k+1) 


= = \ = ll 2: 
kin-#)! k: EN ERE 


C* 


$S] PUISSANCES DES NOMBRES RÉELS 19 


ñn 
et l'expression du type Ÿ° a, désigne une sommeas + @, + … + a,.Les 
k=0 

quantités C* portent le nom de coefficients binomiaux. On établit la for- 
mule du binôme de Newton par récurrence à partir des relations faciles à 
vérifier suivantes : Cÿ,, = C; + Ci 'pourk>1,C;,,=Cii=l 
(vérifier à titre d’exercice). 

Citons les majorations d’une quantité æ vérifiant l’inégalité 
1<(1+a)" <a,n = 1,2,3,...,pour a > 1. Il est évident que a > 0 
et la formule du binôme de Newton nous donne 


n(n — 1) 2 ñ 


(A +a)" = 1 + na + 7: 


… > 1 + na. 


Comme a > (1 + œ)",onaax< (a — 1})/n. 

Montrons maintenant que pour tout a > 0et tout 7 > 0, il existe un 
nombre x tel que x” = a (notation : x = a!” oux = Va). 

Soient les nombres b,, à m décimales tels que b%, < a. On peut montrer 
que b,, < a + 1. Il existe donc le plus grand des nombres b,, ; notons-le 
x, Par construction, x,,,1 > Xm» Xm+1 — Xm < 1/10”, de sorte que les 
nombres x,, peuvent être considérés comme des approximations par défaut 
à m décimales d’un réel x. Les nombres x et a satisfont aux inégalités sui- 
vantes :x7 < x" < x%,XxM <a < x, OÙX, = Xm + 1/10. Estimons 
les différences x7, — x7, = (x,, + 1/107)" — x7,. Ona 


(x + 1)7 — x” 
107 


puisque x < x" pour n — k > 0, et 
n Li 
NOR NC er D exe 
K=] k=0 


Si pour un € > O0 arbitraire on choisit m à partir de la condition 
107 > [(x + 1)" — x”]/e, on a l'inégalité x — x", < €. Le critère 
d’égalité de deux nombres (voir le lemme du $ 2) nous permet d’écrire 
x" = a, c’est-à-dire il existe un nombre x = a/”7. 

Définissons maintenant la quantité a* pour un x rationnel quelconque, 


posant a” = (a!#)m,a-"/" = ]/a"/"(m > 0,n > 0 ;metn sont des 


)* 


æ 
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entiers). On peut montrer que les puissances ainsi définies possèdent toutes 
les propriétés des puissances considérées plus haut. 

Soient maintenant a > 1, x un réel strictement positif et x,,, x,, ses 
approximations à mm décimales. Posons a* = sup (a*m). Cette dernière 


notation désigne la borne supérieure de l’ensemble dont les éléments sont 


les nombres a*m. Cette borne existe en vertu de l’inégalité am < an, quels 
que soient 17 et nr. On tire de cette même inégalité que a* = inf (a*»). En 
m 


effet, 
a*m £ sup (a) < inf (ar) < am. 
ñn n 


Montrons que quel que soite > 0, on peut toujours choisir m de façon 
à satisfaire à l’inégalité a*m — a*m < e.Ona 
a*m — qa*m = a*m(a "10" — 1) & a*(a'/19® — 1) = œa*, 
où « est racine de l’équation (1 + æ)"*” = a. Compte tenu des majora- 
tions obtenues plus haut, on trouve 0 < œ < (a — 1)/10”. Si l’on choisit 
m à partir de la condition (a — 1)a*/10” < €, on a a*m — q*m <£eten 
vertu du lemme du $2 et des inégalités a*m < sup (an) < a*m, 


a*m < inf (a*) £ a*m on trouve 
nñn = 
a* = sup (a) = inf (an). 
ñn n 


Pour a < 1,x > 0 on pose a* = et pour x < 0,a* = 1/a7*. 


I 
(1/a)*° 
On peut montrer qu’ainsi définies, les expressions de la forme a* possèdent 
toutes les propriétés des puissances entières. 


$ 6. Points limites de l’ensemble numérique 


Poursuivons l’étude des ensembles numériques. Introduisons préalable- 
ment quelques définitions. On appelle module ou valeur absolue d’un nom- 
bre x le nombre | x| défini comme suit : 

Li = x pour x > 0, 
— x pour x < (. 


Notons que les inégalités Ixl < aet —a < x < a sont équivalentes. Nous 
nous servirons dans la suite de la propriété suivante du module : 


la + bl < lal + lb. 


En effet, (a + b}? = a? + b? + 2ab < a? + b? + 2lallbl = 
= (lal + 1bl}. En extrayant les racines carrées des deux membres de 
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l'inégalité obtenue, on trouve la + bl < lal + Îbl. On obtient de façon 
analogue l’inégalité la + bl > llal — lbli. 

A l’aide de la notion de module on définit la notion très utile de voisi- 
nage d’un point donné. 


Définition. On appelle e-voisinage d’un point a l’ensemble de nombres 
réels x satisfaisant à l’inégalité lx — al <£(ou —Ee<x-a<eE). 


Définition. Un point x est appelé point limite d’un ensemble À si tout 
e-voisinage du point x contient des points y e À distincts de x. 


On montre que tout e-voisinage d’un point limite contient une infinité 
d'éléments de l’ensemble 4. En effet, supposons qu’un e-voisinage d’un 
point x contient un nombre fini d'éléments x,, x, .…, x,. Considérons le 
€,-voisinage du point x, Où €, = min |x; — xl. Aucun point de l’ensem- 


ble À n’appartient à ce voisinage puisque | x; — xl > €,, par conséquent, 
le point x ne peut pas être point limite. S’il en est ainsi, c’est-à-dire si le 
point x e À n’est pas limite, il existe un voisinage du point x qui ne contient 
pas de points de l’ensemble À distincts de x. De tels points sont dits parfois 
points isolés de l’ensemble À. Les notions de voisinage et de point limite 
permettent de dégager les classes spéciales d’ensembles, à savoir les ensem- 
bles fermés et ouverts. 


Définition. Un point x € À est appelé intérieur à l’ensemble À s’il existe 
un voisinage de ce point qui soit contenu tout entier dans À. On dit qu’un 
ensemble est ouvert si tous ses points sont intérieurs ; un ensemble est 
fermé s’il contient tous ses points limites. 


Les intervalles Ja, b[ et [a, b] sont des exemples d’ensembles ouvert et 
fermé respectivement (à vérifier à titre d’exercice). 

Voyons sous quelles conditions un ensemble numérique admet un point 
limite. 


Théorème de Bolzano-Weierstrass. Tout ensemble numérique À borné 
et infini admet au moins un point limite. 

Ü] Etablissons l’existence du point limite le plus à droite par le raisonne- 
ment suivant. L’ensemble À etant borné, il existe donc un nombre c tel que 
pour tous les x e À on a l’inégalité Ix| < c. Sans restreindre la généralité, 
on peut considérer le nombre c entier, puisque, s’il n’en est pas ainsi, on 
peut toujours remplacer c, sans violer l’inégalité, par un entier plus grand 
que c. Considérons des intervalles de la forme [k, &k + 1], où ÆK est un 
entier tel que —-c < £Æ < c — 1. Un au moins de ces intervalles contient un 
nombre infini d'éléments de l’ensemble À. 

Soit [Y» Yo] le plus à droite de ces intervalles. Partageons-le en 10 inter- 
valles égaux. Un au moins de ces intervalles contient un nombre infini 
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d’éléments de l’ensemble À. Soit [y,, y,] le plus à droite de ces intervalles. 
Poursuivant ce processus de division des intervalles en dix parties égales, 
on obtient des intervalles [y,,, y,,], m = 0, 1, 2, ..., le nombre d’éléments 
xe À vérifiant l’inégalité x > y, ne peut être que fini. L’intervalle [y,., 
Y,] est de longueur 1/10” et contient un nombre infini d’éléments de À. 
Les nombres y, et y, sont par construction à m1 décimales, en outre 
Ym+1 2 Ym>YŸm+1 — Ym < 1/107,Y»,1 < Yms Ym — Ym = 1/10”. Pour 
cette raison, les nombres y, et y,, peuvent être considérés comme des 
approximations à 1 décimales respectivement par excès et par défaut d’un 
réel y. Montrons que y est précisément point limite de l’ensemble 4. En 
effet, considérons un e-voisinage du point y et choisissons un numéro m1 à 
partir de la condition 1/10" < €. Alors l’intervalle [y,,, y,,] est contenu 
entièrement dans cet e-voisinage du point y (fig. 2), puisque y, < y < y, 
et}, — Y, = 1/10. Par conséquent, le e-voisinage du point y contient 


€ E 
9 NN 
YmY Ÿm 
Fig. 2 


un nombre infini d’éléments de l’ensemble À, ce qui veut dire que y est 
point limite de À. D’autre part, à droite du point Yan il n’y a qu’un nombre 
fini d’éléments de À quelque soit m, d’où l’on tire que y est le point limite 
le plus à droite de À. Nous avons établi l’existence du point limite le plus à 
droite. On démontre de façon analogue l’existence du point limite le plus à 
gauche. 5 


$ 7. Nombres complexes 


Les premières notions sur les nombres complexes sont exposées dans 
des cours de mathématiques élémentaires. Donnons-en une définition plus 
rigoureuse. | 

On peut définir les nombres complexes comme des couples (x, y) de 
nombres réels pour lesquels on définit la notion d’égalité et les opérations 
arithmétiques comme suit : 

1) l'égalité (x, y) = (x,, y,) a lieu si et seulement six = x,,}y = },; 

2) (x, ») + (x, 7,) = (x + x, 7 + y), 

(x, }) es (x,, y) —_ (x — Xp} — Yi), 
(x, 7x, 71) = Xi — y, XP + Xi), 
x y) _ e +YY1 Xi — XY; 
(Xi 31) XI +YT Xi +yi ) 
Pour les couples de la forme (x, 0) et uniquement pour eux on introduit 
l'opération de comparaison : (x, 0) < (x,, 0) six < x.. 
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On a évidemment la correspondance biunivoque x — (x, 0) entre les 
couples (x, 0) et les nombres réels (on montre que la correspondance est 
préservée par la comparaison et les opérations arithmétiques). Le couple 
(x, 0) peut donc être identifié à un nombre réel x : x = (x, 0). Par suite, 
l’ensemble des couples (x, y) contient comme sous-ensemble tous les nom- 
bres réels. 

On montre que les opérations sur les couples (x, y) possèdent toutes les 
propriétés des opérations correspondantes sur les nombres réels (outre les 
propriétés caractérisant l’opération de comparaison des couples (x, y ) pour 
} € O). 

Nous avons note plus haut que x = (x, 0). Introduisons la notation 
i = (0, 1). Le nombre complexe (x, y) peut alors être écrit sous la forme 
(x, y) = x + iy. On peut effectuer sur les nombres x + iy toutes les opé- 
rations arithmétiques comme sur les nombres réels, tenant compte du fait 
que i? = i-i = (0,1)-(0, 1) = (—1,0) = —1. Ainsi, par exemple 


C7) Lx + +) D) | 
(Xi Da) Xi + 6 (Xi + 1)Cx1 — y) 
- XX; me i?yy) + i(X,Y cu Xy) > XX; + y; 
xi — i°yf xŸ + Ji 

À Pad 4 — XY] C: + Jy, X1Y — 5) 

2  - 2 2.” 2 2 : 


Souvent il est plus commode de désigner le nombre complexe x + iy 
par une seule lettre : z = x + iy. Le nombre x s’appelle partie réelle et le 
nombre y, partie imaginaire du nombre complexe z (notations : x = Rez, 
y = Im). Le nombre complexe z = x + iy a son conjugué z = x — iy. 
Il est évident que 

Rez = (z2+27)/2, Imz=(z2-27)/2i, 2,42; = 2 + 2, 


Z1Z2 = 22; (Z1/22) = 2,12. 


Il est d’usage de représenter les nombres complexes par des points d’un 
plan. Dans les coordonnées cartésiennes, on porte sur l’axe Ox la partie 
réelle et sur l’axe Oy la partie imaginaire du nombre complexe z. 

Passant dans le plan aux coordonnées polaires p, 0, on ax = p cos 8, 


y = psin@,oùp = Vx? + y?est la distance de l’origine des coordonnées 
(du point O) au point z, 8 est l’angle que font entre eux les rayons Ox et Oz 
(fig. 3). La quantité p > 0 s’appelle module du nombre z = x + iy, 
p = Izl. Il est évident que IRezl < Izl, ÎImzl < Izl, Izl = 
= 1zl = Vzz. La quantité 0 s’appelle argument du nombre z (nota- 
tion : 0 = arg z). On la définit au terme de la forme 2rn près (n est un 
entier). Ainsi, z = p(cos 9 + à sin 8). Indiquons les propriétés suivantes 
des nombres » et 8 dont la vérification est immédiate : 
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y 
2 
ol - 
Fig. 3 
z = Osiet seulement si 1zl = 0 ; 
z,zl = 12,112, 12/2, = 12,1/12;1, 


arg (Z,22) = argz, + argz, + 2K®=, 
arg (Z,/22) = argz, — argz, + 2kz= (Kk entier). 
Montrons que le module d’un nombre complexe possède les mêmes 


propriétés que le module d’un nombre réel. Plus haut, nous avons déjà 
considéré les égalités 
1Zz,221 = 17,113,1, 1z,/2,1 = 1z,1/1231. 
Démontrons l’inégalite 
REA _ FAR < 4 + 2] < 1,1 + EAR 
Prenons comme point de départ l'inégalité évidente | Re zl < 1z!. 
On a 
1z, + 212 = (2, + 2), + 2) = 12,1? + 12,1? + (2,2, + 212). 
Comme z,2; _ 22; alors z,2> + 212 = 2 Re (Z122). D'où 
1z,12 + 12,12 — 21Re (2,2) < 1z, + 21? < 
< 12,1? + 17,1? + 21Re (z,22)l. 
Mais | Re(z,2,)l & 12,221 = 1211121, d'où (12,1 — 12,1) < 1z, + 2,1? < 
< (1z,1 + 1z,1)7. En extrayant les racines carrées, on trouve 
La notion de module d’un nombre complexe permet de généraliser aux 
nombres complexes la plupart des définitions et résultats valables pour les 
nombres réels : 
1) un ensemble À de nombres complexes est dit borné s’il existe un 
nombre c > 0 tel que pour tous les z e À on a l’inégalité 1zl < c ; 
2) on appelle &-voisinage d’un nombre complexe c l’ensemble de nom- 


bres complexes z tels que 1z — ci < €. 
Avec la notion de &-voisinage on peut reprendre mot pour mot les défi- 
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nitions d’un point intérieur et d’un point limite d’un ensemble, celles d’un 
ensemble ouvert et fermé. 


$ 8. Espaces vectoriels 


Considérons encore une généralisation de la notion de nombre réel. On 
appelle vecteur ou point d’un espace à m dimensions réel (ou complexe) R,, 
un système ordonné z = (Z,, 22, .…,z,) de m nombres réels (ou complexes) 
si pour ces systèmes sont définies les notions d’égalité et les opérations 
arithmétiques d’addition et de multiplication par un scalaire d’après les 
règles suivantes. 

Soit u = (u,,..….,u,),u = (v,, .…,v,). Alors 

Du+u=(u;, +u,..….,.u, + v,), 

u—v—={(u) —v,..….,u, — v,); 

2) cu = (cu,, .…,cu,) (c est un scalaire) ; 

3)u = vsiu, = v,,k = 1,...,m. 

Le nombre u, s’appelle composante k-ième d’un vecteur u. 

Notons les propriétés suivantes des opérations introduites : 

lu+tu=v+u; 

Z(u+u)+w=u+(vu+w); 

3°u + vu = u + wentraîne vu = W ; 

4 cu + cv = c(u + v) (cest un scalaire) ; 

5° c,u + cu = (c, + c;)u (c,, c, sont des scalaires) ; 

6° c,(c;u) = (c,'c;ju ; 

7° l°u = u. 

On utilise dans la suite la notation suivante : O0 = (0, 0, …, O). 

Outre les operations d’addition et de multiplication par un scalaire (et 
des opérations inverses de soustraction et de division par un scalaire) on 
introduit la notion de produit scalaire pour deux vecteurs quelconques. 

Soient u = (u,,...,u,),u = (v,, .….,v,) ; alors le produit scalaire u-v 
se définit comme suit : 

m 

uv = uv = Ÿ u,'v, (la barre désigne le conjugué complexe). 

ko! 


Notons les propriétés suivantes du produit scalaire : 
l°u-v = v'u ; 
2° (au + Bu)w = a(u°w) + Blu-w), 
u(œu + Bw) = a(u-v) + B(u-w) (œ et B sont des scalaires) ; 
3° u-u > 0 pour tout u, etu:u = 0 uniquement pour u = 0. 
Ces propriétés donnent lieu à l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky 


lu-ul < V(u-uXv:u). 
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[] Prouvons cette inégalité. Si À est nombre complexe arbitraire, alors 
(u + Au}(u + Av) > 0, u, vu sont des vecteurs. Mais (u + Au):(u + Au) = 
= (u + Av)-u + X(u + ÀAv):u = u:u + A{u:u) + A(u-u) + IX v:v). 


12 
Si (v‘v) # 0, alors, posant À = —(u:u)/(u-v), on trouve u-u — 2 lu ul + 
U°U 
.n12 
+ ner > 0, i.e. lu-ul? & (u-u)(v-v), relation équivalente à l’inégalité 
U°U 


de Cauchy-Bouniakowsky. Si (v-v) = 0, alors u = 0 et l’inégalité de 
Cauchy-Bouniakowsky est vraie dans ce cas aussi, puisque u-v = 0. 
Ecrivons l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky sous forme développée : 


m m m 
Ÿ uv < JS lu? Y Lu, 12 
k=i ke ka 


Pour des collections quelconques de nombres réels ou complexes a;, a, 
.…. Am €t D, O2, …, b,, l'égalité de Cauchy-Bouniakowsky s’écrit : 


 abil < D lal?Y lb,12 
K=] K=1! K=! 


On la déduit de la précédente en posant u = (a,,...,a,),u = (b,,...,b,.), 
u, v étant des vecteurs. 
A l’aide de la notion de produit scalaire on introduit celle de module 


(norme) d’un vecteur : |ul = Vu:u. Notons les propriétés importantes 
suivantes du module d’un vecteur : 

1° lu, < lul (u, est la composante £-ième du vecteur u) ; 

2° ul — ul < lu + ul < lul + lol (ie. Ilul — lull < lu + 
+ ul < lul + lul et Ilul — lull < lu — ul < lul + lul). 

Seule la propriété 2° n’est pas évidente. Prouvons-la. Nous aurons 
besoin des relations 


lu + ul? (u + v)(u + v) = lul? + lul? + [uv + vu] = 
= lul? + lul? + 2 Re (uv). 


Comme |Re (uu)l < luvl, on a lul? + ul? — 2luul & lu + ul? < 
< lul?+ lul? + 2luvl. En vertu de l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky, 
onaluvl < lullul. Donc (lul — lui)? < lu + ul? < (lul + lul}?et, 
par suite, llul — lull < lu + ul < lul + lvl. 
Indiquons la majoration suivante du module d’un vecteur c, produit 
d’une matrice À = (a;;) par un vecteur b, c’est-à-dire d’un vecteur c = Ab 
m 


de composantes c, = y ab; (= 1,2,...,m): 
J=i 
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Ici < LANIDI, BAR = y la; A 


il, joel 


Le nombre I AÏ s’appelle norme de la matrice A. 
La majoration citée se démontre à l’aide de l’inégalité de Cauchy- 


Bouniakowsky. En effet, 
< PL a. LD lb. = 


LE la;l#1b1?. 
Ici = JE Ia < 1ANID |. 


La norme d’une matrice possède les propriétés suivantes : 


1° ILAN — 1BII < 14 + BI < RAI + 1BI. 
2° NABI < 1LANNBH. 
On démontre la première inégalité en considérant un vecteur dont les 


composantes sont les éléments d’une matrice, l’autre est conséquence de 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakowsky. En effet, soit C = AB, c’est-à-dire 


lc;l — 


D'où 


que Cÿ = à aix Dyj- On a 


K=] 


lc? cY CAE) lb,;1?, 


Ke] 


d’où 


IU=YYIcl< 


> > e)(S g LD E LABEL. 


En extrayant la racine carrée des deux membres de cette inégalité, on 
trouve ICI < LANIBH. 


28 THÉORIE DES NOMBRES RÉELS, NOMBRES COMPLEXES, VECTEURS [CH. 1 


A l’aide de la notion de module d’un vecteur on introduit dans l’espace 
vectoriel les notions de voisinage, de point intérieur et de point limite d’un 
ensemble, d’ensembles fermé et ouvert tout comme dans le cas complexe. 

Citons quelques exemples d’ensembles ouverts. 

1. L'ensemble des points x d’un espace vectoriel tels que 1x — x,l < &. 
Un ensemble de cette forme s’appelle e-voisinage du point Xo- L’inégalité 


= 
Ix — xl < € se laisse écrire sous la forme de D (xx — Xo 4) < €, où 
K=] 


Xe» Xo, , SOnt les composantes des vecteurs x, xs. 
2. L'ensemble des points x tels que 
Ixy — Xo.r| < Ek, L'4 = 1, 2, ssss Ts 


Cet ensemble s’appelle voisinage rectangulaire du point x,. 

Considérons aussi quelques exemples d’ensembles fermés. 

1. Un e-voisinage fermé d’un point x, défini par l'inégalité 
x — xol < €. 

2. Un voisinage rectangulaire fermé d’un point x, défini par les inégali- 
tés x, — Xo xl < €, K = 1,2,..., m. 

Soient À un ensemble fermé et B, un ensemble ouvert. Montrons qu’un 
ensemble C composé d’éléments de À qui ne sont pas en même temps ceux 
de B est un ensemble fermé. En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un 
point limite x de C ne lui appartenant pas. Mais alors x e B et il doit exister 
un voisinage du point x contenu tout entier dans B. Les points de ce voisi- 
nage n’appartiennent pas à C, ce qui contredit à l’hypothèse que x est un 
point limite de l’ensemble C. 


Exercice. Montrer que la réunion d’ensembles ouverts est un ouvert, et 
que la réunion d’ensembles fermés est un fermé. 


$ 9. Interprétation géométrique des vecteurs 


En physique, on appelle vecteur un segment orienté (notation : a). 
Deux vecteurs u et v sont dits égaux s’ils sont superposables moyennant une 
translation. Les opérations d’addition de deux vecteurs et de multiplication 
d’un vecteur par un nombre réel se définissent comme suit. 

Pour construire la sommeu + vil faut transporter le vecteur v parallè- 
lement à lui-même de façon que son origine coïncide avec l’extrémité de u. 
Alors le vecteur mené de l’origine de u vers l’extrémité de v est précisément 
le vecteur somme u + v. On montre queu + v = v + u (fig. 4, a). 

Le produit d’un vecteur u par un nombre & est vecteur œu de mêmes ori- 
gine et direction, de module læl fois supérieur ou inférieur suivant que le 
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8) b) 


pruv pr.W 


nombre « est supérieur ou inférieur à l’unité, de même sens que u siæ > 0 
et de sens opposé si æ < (0. 

On établit immédiatement que cu + cv = c(u + v) ; cu + cu = 
= (c, + Chu ; Ci(ca) = (c,c))u, c, C,, C) sont des nombres réels. 

Le produit scalaire de deux vecteurs se définit comme suit : 


uv = lullvi cos w, 


où lu! est la longueur du vecteur u, # l’angle que font entre eux les vecteurs 
u et v. On a par définition du produit scalaire de vecteurs que uv = vu 
(fig. 4, b). 

On peut ecrire uv sous la forme 


uv = lulpr,v = lvipru, 


où pr, v est la longueur de la projection du vecteur v sur la direction du vec- 
teur u, prise avec le signe « + » ou « — » suivant que la projection et le 
vecteur u sont de même sens ou de sens opposés. 

La dernière notation du produit scalaire en permet d’établir la propriété 
suivante : (u + v)W = uw + vw ; u(v + w) = uv + uw (fig. 4,c). 

Etablissons maintenant une correspondance entre la définition d’un 
vecteur que nous venons de donner et celle considérée plus haut. Choisis- 
sons trois vecteurs unités orthogonaux i, j, k. On peut représenter tout vec- 
teur u sous la forme d’une somme de vecteurs dirigés suivant les vecteurs i, 
j, k : 

u = ui +u.) + uk. 
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Par ailleurs, 
u+v=(u, +u,hi + (u, + v,)j + (u, + v,)jk, 
au = (œu,} + (œu,)j + (œu;,)k, 
uv = (ui + uj + uk)(@ii + vj + v,k) = uv, + uv, + uv, 


puisque ii = jj = kk = 1,ij = ik = jk = 0. 

Ainsi donc, à chaque vecteur u on peut faire correspondre un triplet de 
nombres u = (u,,u;,,u,), c’est-à-dire le vecteur correspondant à la défini- 
tion donnée plus haut. Par cette correspondance, au vecteur u + v corres- 
pond le vecteur 4 + v, au vecteur aœu le vecteur œu et à uv le produit sca- 
laire uv introduit plus haut, toutes ces opérations conservant leurs proprié- 
tés. Nous avons obtenu un espace vectoriel (réel) à trois dimensions. Par la 
correspondance en question, la quantité |#| correspond à la longueur du 
vecteur u. 


CHAPITRE 2 


SUITES 


$ 1. Définitions des suites numériques et des sous-suites. 
Suites convergentes 


Définition. Supposons qu’à chaque entier strictement positif 7, ñn = 1, 
2, .…, est associé un nombre réel x, . On dit qu’est donnée une suite numéri- 
que (notation : {x,}). Le nombre x, s’appelle terme de numéro n de la suite. 


On effectue sur les suites les opérations arithmétiques qu’on définit 
comme suit. 


Définition. On appelle somme, différence, produit, quotient de deux 
suites {x, }, {y,} les suites [z,} dont les termes se forment d’après les lois 
correspondantes :z, = X, + ÿ,,2, = Xn — Ynsèn = XnYnrèn = Xn/Ÿn 
(pour y, # 0). 


Considérons une notion plus générale qu’une somme ou une différence 
de deux suites, à savoir leur combinaison linéaire. 1l s’agit d’une suite {z,,} 
dont les termes sont z, = c,x, + c:y,, où c,, ©, sont des nombres donnés. 


Définition. Une suite {x,] est dite bornée supérieurement où majorée 
(resp. bornée inférieurement ou minorée) si l’ensemble numérique d’élé- 
ments x,,X2, … est majoré (resp. minoré). Une suite majorée et minorée est 
dite bornée. 

Parmi les suites, on distingue la classe des suites monotones. 


Définition. Une suite {x, } est dite monotone décroissante (resp. mono- 
tone croissante) si pour m > nona l’inégalitéx,, < x, (resp.x,, > x, ). Si 
pour m > n on a l’inégalité stricte x,, < x, (resp. x,, > x,), la suite est 
dite strictement décroissante (resp. strictement croissante ). 

Les suites monotones croissantes et décroissantes ainsi que les suites 
strictement croissantes et décroissantes sont dites monotones. 


Définition. Soient une suite {x,] et une suite strictement croissante des 
entiers positifs {£,]. Une suite {y,|] = [xx] est dite sous-suite de la suite 
(x, ]. 

Les plus simples de toutes les suites sont les suites convergentes. 


Définition. Une suite {x, } est dite convergeant vers un nombre x si quel 
que soite > Oil existe un numéro N tel que pour tousn > Na lieu l’inéga- 
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lité 1x, — xl < €. Le nombre x s’appelle limite de la suite {x, ] (notation : 
x = limx,oux, — x pour ñn — œ). 
nn 


Les suites non convergentes s’appellent divergentes. La notion de limite 
infinie est parfois utile. 


Définition. On dit qu’une suite {x,] a pour limite + si quel que soit 
c > Oil existe un numéro N tel que pour nr > N on a l’inégalité x, > c 
(notation : lim x, = +0). 
n—®% 


La signification des notations lim x, = —@, lim x, = ® est parfai- 
n—œ A — © 


tement analogue (dans le dernier cas l’inégalité x, > c pour n > N'est à 
remplacer par |x,l > cpour nr > N). 


Exemple. Montrons que pour Îgl < 1, limg” = 0. Posons 


lgl = 1/(1 + a), où à > 0. Comme Îg"l = 1/(1 + æœ}' < 1/(1 + na), 
alors quel que soite > Oonalqg"| < € pour n > N, où le numéro N est 
choisi à partir de la condition 1/(1 + Na) < €, c’est-à-dire que N > 
> (1/a)(1/£ — 1). Sig > 1,ona limg”" = +, ce qu’on démontre à 


n — œ 
l’aide des majorations analogues : g = 1 + æœ, où & > 0,g" = (1 + 
+ @)" > 1 + na, qg" > c> 0 pour n > N, N etant choisi tel que 
1 + Na > c. 

Si d’une suite {x,} on peut extraire une sous-suite convergeant vers un 
certain nombre a, ce nombre a s’appelle limite partielle de la suite {x,]. La 
plus grande (resp. la plus petite) des limites partielles s’appelle limite supé- 
rieure (resp. inférieure) d’une suite donnée (notation : lim X, (resp. 

Lu X,)). 

Il s’ensuit de la définition d’une limite que pour des suites convergentes, 
tous les termes d’une suite {x,} à partir d’un certain numéro n sont conte- 
nus dans un voisinage aussi petit que l’on veut du point x si lim X.= x: 


Etudions les conditions d’existence de limites partielles. 


Théorème. Toute suite bornée {x,} possède au moins une limite par- 
tielle. 

[] Les nombres x,, n = 1, 2, …., constituent un ensemble numérique 
borné À (certains éléments de cet ensemble peuvent être associés à plusieurs 
termes de la suite). L’ensemble À peut être fini (c’est-à-dire contenir un 
nombre fini d’éléments) ou infini. Dans le premier cas un au moins des élé- 
ments de l’ensemble À, disons x = a, correspond à un nombre infini de 
termes de la suite. Supposons que ce soient les termes de numéros K,, 
k,..,k,,.., Où k, < k, < .…. < k, < … La sous-suite fx, ] est alors 


convergente, puisque Xx, = 4 (lim Xk, = a). 
n—œ 
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Si l’ensemble À est compose d’un nombre infini d’éléments, alors en 
vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass il possède au moins un point 
limite. Soit x = a un des points limites. Rappelons que tout voisinage d’un 
point limite contient un nombre infini d’éléments distincts de l’ensemble. 
Posons €, = 1/10” et choisissons dans le € ,-voisinage du point a l’élément 
de l’ensemble À correspondant au numéro K, dans la suite {x,}, et dans le 
e,-voisinage du point a, l’élément de À associé au numéro K, > K, de la 
suite {x,]. En poursuivant ce processus, on obtient une sous-suite [xx 


dont les termes vérifient les inégalités | x, — al < €, pour n > N. Cette 
k, N 


sous-suite a pour limite le nombre a, puisque, quel que soite > O, il suffit 
de choisir N tel quee,, < € pour satisfaire à l’inégalité xx — al < e pour 


n > N. 
Si la suite {x,] n’est pas majorée, on dit que lim x, = +. L’expres- 


n—®œ 


sion lim x, = — a une signification analogue. 


n—@œ 
On peut donc considérer que toute suite possède une limite partielle, 
finie ou infinie. 


Remarque. Citons la propriété suivante du point limite d’un ensemble 
composé d’un nombre infini d’éléments qu’on établit avec la méthode utili- 
sée pour la démonstration du théorème : au moyen des éléments de 
l’ensemble on peut composer une suite de nombres distincts, convergeant 
vers le point limite de l’ensemble. En effet, soient a un point limite d’un 
ensemble numérique infini À, x, un élément de À autre que a. Le 
Ep-Voisinage, €) = x, — al/2, du point a contient au moins un élément, 
x,, de l’ensemble À autre que a. Il est évident que x, # x,, puisque 
Ix, — al < 1x, — al/2. Le €,-voisinage, €, = 1x, — al/2, du point a 
contient également au moins un élément x, de l’ensemble À distinct de a. 
On a évidemment x, # x, et x, # x,. En poursuivant ce processus, on 
obtient une suite {x,} ayant a pour limite, puisque lx, — al < €,4/27. 


$ 2. Propriétés des suites convergentes 


Les suites convergentes possèdent des propriétés remarquables. Pour 
les établir nous aurons besoin des propriétés suivantes du module d’un 
nombre : 

1° Ixl < a veut direque -a<x< a; 

2° 1lx,t — IX < 1x, + xl < 1x,l + Ix;l ; 

3° lx,x,l = Ix,llx,l, 1x,/x,l = 1x,l/1xl. 

On entendra par suites convergentes des suites ayant une limite finie, 
sauf mention du contraire. 


3— 6441 
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Théorème. Les suites convergentes possèdent les propriétés suivantes : 

1° toute sous-suite d’une suite {x,] ayant x pour limite, converge égale- 
ment vers X ; 

2° une suite convergente {x,] ne peut avoir qu'une seule limite ; 

3° soit lim x, = a + 0. Il existe alors un numéro N tel que pour 


n > N'tous les termes de la suite {x, ] sont de même signe que le nombre a ; 
4° une suite convergente {x, | est bornée ; 
S° supposons que les suites {x, ] et {y,] ont respectivement pour limite x 
et y. Il existe alors les limites 


lim (c,x, + ©2y,) = CiX + C:y, c;,,c, sont des nombres donnés, 
n—®œ 


lim x,y, = Xy, me pour M #0,7#0; 


no n—o Yh 
6° soit x, < y, pour n > Net les limites lim x, = x, lim y, = y 
n— fn 


existent, alors x < } ; 
7° soit x, < y, < 2, et les limites lim x,et lim z, existent et sont éga- 
n—œ n—œ 


les entre elles. Alors la limite de la suite {y,] existe et est égale à celles des 
suites {x,] et [z,}, ie. lim x, = lim Y, = lim 2: 


Les deux dernières propriétés sont appelées théorèmes de comparaison 
pour les suites. 

Ü 1° Quel que soit e > 0, il existe un numéro N tel que Îx, — xl < € 
pour ñn > N. Considérons une suite partielle ÊTRE Comme K, > ñn, alors 


Ix;, — xl < € pour n > N, c’est-à-dire que lim Xx, = X. 
2° Soit lim x, = x et lim x, = x”, avec x” # x. Alors pour tout 
n—® n—©œ 


e > 0, il existe des numéros N, et N, tels que x, — x! < epourn > N, 
et 1x, — x°l < e pour n > N,. Sin > N = max {N,, N,;|, les deux iné- 
galités ont lieu simultanément. Donc pour rn > Nona 


Ix-xT=l(x-x,)+(x, — x) <lx, — xl + 1x, — x°1 < 26. 


Le nombre € étant arbitraire, ce dernier résultat n’est possible que lors- 
que x = x”, ce qu’il fallait démontrer. 
3° Soit lim x, = a # 0. Dans ce cas, quel que soite > 0, il existe un 


fAn—-®œ 
numéro N tel que pour #7 > N on a l'inégalité 1x, — al < €. Posons 
e = lal/2. Alors, on a 1x, — al < lal/2 pour n > N. Comme 
X, = a + (x, — a), alors pour n > Nonaa— lal/2< a — |x, — 
—al <x, <a +lx, — al < a + lal/2. Les deux membres de cette iné- 
galité sont de même signe que le nombre a, donc pour n > Nilen est de 
même pour les nombres x, . 
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4° Soit lim x, = x. Alors, quel que soit & > 0, il existe un numéro N 


fn—œ 
tel que x, - xl <e pour n >N. Donc pour n>N on a 
Ix,l = 1(x, — x) + xl < Ix, — xl + xl < € + Ixl, d’où pour tout 
n on a la majoration 


Ix,i <c = maxf{lx,l,lx,l, …, Ixn_,l,e + xl). 

5° Pour €, > Det €, > 0 il existe des numéros N, et N, tels que 
x, — xl <e, pour n>N,, | lp, pl <Ez Pour n > N3- Si 
n >N = max {N,,N,), ces deux inégalités sont simultanément vérifiées. 
D'où pour rz > Nona 

I(c;x, + ©2y,) — (cix + cy)l = Ic(x, — x) + c0, — y)l < 

< lcl-lx, — xl + lc;l-ly, — pl < lcile, + lc;le,. 

Pour une > Oarbitraire, choisissons les nombrese, > Oete, > O0 à partir 


de la condition Îc;le, + lc,le, = €. Alors pour n > Nonal(c,x, + c:y,) — 
— (c,x + c,y)l < €, c’est-à-dire que lim (c,x, + c;,y,) = c,x + c,y. De 
n—oœ 


façon analogue, on a pour n > N 


Ix,}, _ xy! = lx,C, Le y) F (x, a x)y| < 
< 1x, lp, — yl + 1x, — xllyl. 
Etant convergente, la suite {x, } est bornée, c’est-à-dire que 1x, | < c,oùc 
est un nombre > 0. Par conséquent, lx,y, — xyl < ce, + e,lyl.Choisis- 


sant €, et €, à partir de la condition ce, + e,lyl = €, on obtient |x,y, — 
— xyl < € pour n > N, donc lim x,y, = xy. Montrons maintenant que 
n—-œ® 


lim (x,/»,) = x/y siy, € 0, y # 0. Pour n > Nona 


x; - | Dep = XPal 1 = x)y = OC, — px > 
PRE. PAR2 1y,1lyl 
x, — xl lp, — pl-lxl 
 p,l lp,t-lyl 


Minorons |y,| : 
pt = 1@, — ») + yl > lyl — lp, — yl > lyl — €. 
Choisissons €, tel ques, < lyl/2. Alors pour n > Nonaly,l > lyl/2. 
D'où 
Ix, y, — x/yl < 2,/1yl + 2,lxl/lyl°. 


Pour une > 0 arbitraire, choisissons les nombres €, > 0,€, > 0 à partir 
de la condition 2e,/1yl + 2,lxl/lyl? = €. Alors 1x,/y, — x/yl < € 
pour ñ > N, c'est-à-dire que lim (x,/y,) = x/y. 


3* 
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6° Supposons que x > y. Pour e, > Oete, > 0 arbitraires, il existe un 
numéro N2>N, tel qu’on a simultanément Îx, — xl < €,, 
ly, — yl € e, pour n > N(cf.n° 5). Evaluons la différence x, — y, pour 
n > N. Nous avons x, — y, = (x, —- x) — (y, - y)+x- y > 
> X—}y—E, — 2. Sie, > Oete, > 0 sont choisis à partir de la condi- 
tion €, +€> <X — y, alors pour n >N on aurait l'inégalité 
X, — Y, > 0,oux, > y,, ce qui contredit l’hypothèse. 


7° Pour € > 0 arbitraire, il existe un numéro N tel que 1x, — xl < €, 
12, — xl < epourn > N,oùûx = lim x, = lim z,.Maisx, — x < y, — 


n—® , n—œ 
— X< 7, — x. Commex, — x > —Ee,z, — x < e pour n > N, alors —-e < 
<y, — x <epourn > N,c'est-à-dire que | y, — xl < € pour n > N ; par 
conséquent, lim y, =x = lim x, = lim z,. 
n—œ n—œ n—œ 


Signalons que la relation lim (c,x, + c,y,) = cix + C y se généralise 
n—œ 


facilement par récurrence au cas d’un nombre plus grand de termes. 


Corollaire de la propriété 6°. Supposons que pour n > N, on a l’inéga- 
lité x, < aet la limite lim x, = x existe, alors x < a. 


n—œ 
Pour prouver ce corollaire, il suffit de poser y, = a dans l’énoncé de la 
propriété 6°. 
On montre de façon analogue que si pour nr > N, on:a l'inégalité 
x, 2 aet la limite lim X, = Xexiste,onax > a. 


Signalons que dans l’énoncé de la propriété 6° on peut remplacer l’iné- 
galité x, < y, par l’inégalité stricte x, < y,, car de cette dernière égalité 
découle la première. Même remarque concernant le corollaire de 6°. 


Corollaire de la propriété 2°. Si dans l'énoncé de la propriété Z on pose 
y, =} = 0,c, = c, alors pour lim x, = xona lim ex, = cx. 


n—-œ 
On déduit du corollaire de la propriété 6° une propriété, fort utile pour 
les applications, des limites supérieure et inférieure d’une suite : si 
lim x, = a(resp. lim x, = a), alors pour tout & > Oil existe un nombre 


n—-œ n— 0 


au plus fini de termes de la suite plus grands que a + € (resp. plus petits 
que a — E). _ 
En effet, soit pour fixer les idées lim x, = aete > 0. Supposons qu'il 


existe un nombre infini de termes plus grands que a + €. Composons une 
nouvelle suite de tels termes de la suite initiale. En vertu du corollaire de la 
propriété 6°, toute limite partielle de cette nouvelle suite est au moins égale 
à a + €. Mais cette limite partielle est également limite partielle de la suite 
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initiale. Ainsi donc, on exhibe une limite partielle de la suite plus grande 
que sa limite supérieure ; or, ceci est impossible. On démontre par des rai- 
sonnements analogues l’assertion concernant la limite inférieure de la suite. 

Etudions quelques critères de convergence des suites. Connaissant la 
limite d’une suite, on peut, la définition d’une limite à l’appui, vérifier si la 
suite en question est convergente. Il existe pourtant un critère de conver- 
gence qui ne fait pas intervenir la limite de la suite. Ce critère s’appelle cri- 
tère de Cauchy. 


Théorème (critère de Cauchy). Pour la convergence d'une suite {x,] il 
faut et il suffit que pour tout & > 0 il existe un numéro N tel que pour 
n>N,m > Na lieu l'inégalité 1x, — x,l <e. 

Û] Nécessité. Supposons que la suite {x, ] converge vers un certain nom- 
bre x. Alors, quel que soit €, > 0, il existe un numéro N tel que 
Ix, — xl < €, sin > N. Mais dans le cas considéré on a pour nr > N, 
m > N: 


Ix, — x, = 1x, — x) — (x, — x)l < 1x, — xl + 1x, — xl < 26, 


Pour une > Oarbitraire, posons €, = €/2 ; alors pour n > N,m > Non 
alx, — x,l < €, c’est-à-dire que sont vérifiées les conditions du critère de 
Cauchy. 

Suffisance. Supposons que, quel que soit e, > 0, il existe un numéro N 
tel que 1x, — x, l < €, sin > N,m > N. Dans ce cas, fixant un m > N, 
on a 


Ix,l = 1x, —x,) +x,l <lx, — x, + 1x, < €, + 1x, 


sin > N. Par conséquent, la suite {x, } est bornée et possède au moins une 
limite partielle x. Montrons que cette limite partielle est limite de toute la 
suite {x,]. Par définition de x, pour tout €, > 0, il existe un numéro 
N, 2 Ntelque Ix,, — xl < €,. Mais dans ce cas pour n > N, > Nona 


lx, — xl = 1(x, — XN) + C, — x)l < 
< 1x, — XN, | + Lx, — XI < 2,. 


En posant, pour un € > 0 arbitraire, €, = e/2, on obtient pourn>N 
que 1x, — xl < €, c’est-à-dire la suite {x, } converge vers le nombre x. El 
Une suite pour laquelle sont remplies les conditions du critère de 
Cauchy est dite fondamentale, ou de Cauchy. 
Le critère de convergence dont nous venons de parler est un critère 
général. Pour les suites monotones il existe un critère de convergence plus 
simple. 


Théorème. Une suite croissante (resp. décroissante) majorée (resp. 
minorée) est convergente. 
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[] Soit {x, } une suite croissante majorée. Alors l’ensemble des nombres 
x,,ñn = 1,2, est majoré et donc possède la borne supérieure x. Mon- 
trons que la suite {x,j converge vers x. Pour tout € > 0, l’ensemble des 
nombres x, contient au moins un nombre x}y, qui soit plus grand que 
x — €. Mais dans cecasonax — € < x, < x, < xpour n > N,c'est-à- 
dire que —e < x, — x < 0, d’où Îx, — xl < € et, par conséquent, 

lim x, = x. 


n—@ 


Le cas d’une suite décroissante minorée se démontre de façon analogue. 


Considérons quelques limites remarquables. 
1. Prouvons l’existence de la limite lim (1 + 1/7)”. Considérons une 


suite {x,}, où x, = (1 + 1/n)'*!,n = 1,2, Comme x, > 1, la. suite 
{x, } est minorée. D’autre part, 
x | 1 + 1/n 
UE ares 
< (1 — 1/n2}( + 1/n2} = (1 — 1/n4}7 < 1, 

c’est-à-dire que x, < X,,_1. 

Ainsi, la suite {x, } est décroissante et minorée et donc convergente vers 
un certain nombre, noté e (e = 2, 71828). Ensuite 


lim (1 + 1/n)'+! 
n+i 
lim (1 + 1/n)" = lim A+ 1/n) EE — 
nc nc 1 + 1/n lim (1 + 1/7) 


Yo + L/n) = (= 1/n2}"( + l/n) < 


2. Prouvons que lim a!/ = 1 pour a > 0. Pour a > 1, posons 


ain = ] + a,. Alors (1 + a,)" = a, de sorte que 0 < a, < (a — 1}/n 
(on a utilisé pour «a, l'estimation obtenue plus haut). Il s’ensuit que 
lim @, = 0, c’est-à-dire que lim a!” = 1. Si a < 1, il suffit d'utiliser 


l’égalité a! = 1/(1/a)//7. 
Exemples. 1. Soit x, = (an“ + a,_in*7" + … + ao)/(b,n? + 
+ b,_,n07" +... + bjjeta, # 0,b, # 0. Cherchons lim x, (k et p sont 


des entiers positifs). 

Divisons le numérateur et le dénominateur par x, = n*-Py,, la puis- 
a, +a,_,/n + … + aÿ/n* 
b, + b,_,/n +... + b,/n? 
1/n$ — 0 pour tout s > 0 lorsque 7 — œ,on a lim Ye = a; /b, . Etant 


sance supérieure de n, où y, = . Comme 


donné que n“-P croît indéfiniment pour # > p, que lim n*-P = 1 pour 


k = pet limn*-r = 0 pour & < p,ona 
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+œ pour a,/b, > 0,Kk > p, 

je de pour a, /b, < 0,Kk > p, 
n-œ a,/b, pour k = p, 
0 pour K < p. 


2. Soit x, = a!” sin (xn/3),a > 0,n = 1,2, Cherchons les bornes 
supérieure et inférieure d’un ensemble numérique À à éléments x, ainsi que 
les limites partielles de la suite {x, |. 

De la suite {x,} extrayons les suites partielles monotones, en posant 
n = 6K — p,x, = ÿ, ) POUT D = 0,1,2,3:455:K= 12,:3,:: 

En vertu du théorème précédent, les bornes supérieure et inférieure 
d’un ensemble numérique B, dont les éléments sont des termes d’une suite 
monotone {y, ,], sont encadrées par les nombres y, , et lim Yy, p+ En 


5 
outre, À = (JB,. Ainsi donc sup À 
p=0 
= min {inf B, ]. D'où 
P 


max [sup B, ], inf À = 
P 


sup À = max [Him x, p ip» inf À = min [lim Ye, p ip]. 


Ii limy,, = —sin(rp/3), puisque lim an = 1, y, = 


= —al/6-p) sin (xp/3). En outre, les limites partielles de la suite initiale 
sont égales à lim Yx, Puisque les suites [y sl en sont des suites partielles. 


& 3. Séries numériques 


Introduisons la notion de série numérique. Les séries numériques qui 
sont aussi largement utilisées dans diverses branches des mathématiques 
que les suites, sont des généralisations des sommes de nombres réels 


n 
XtX +. +x = ÿ x 
k=0 


au cas d’un nombre infini de termes (notation y “). 
k=0 


Définition. On appelle somme partielle de numéro ñn d’une série y X4 
k=0 


n 
la somme S, = Ÿ x,. 
Kk=0 
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Définition. Une série ÿ x, est dite convergente si la suite [S, ] de ses 
kKa=0 
sommes partielles est convergente. La limite S de la suite des sommes par- 
tielles s'appelle somme de la série (notation 9 S X4 
Kh=0 
Nous avons donc lié la convergence d’une série à celle de la suite de ses 
sommes partielles. On peut établir une dépendance réciproque : une suite 


[x, ] est convergente ou divergente selon que la série x, + Ÿ (x,1 — x) 
kK=) 


est convergente ou divergente. En effet, cette assertion s’établit sur le vu 
des sommes partielles de la série : 


Les critères de convergence des suites étudiés plus haut nous permettent 
d'établir des critères de convergence des séries numériques. 


Critère de Cauchy. Pour qu'une série y x, soit convergente il faut et il 
kK=0 
suffit que pour tout £ > Oil existe un numéro N tel que pour n > m >N 
n 
on a l’inégalité | D X 


Kk=m+)] 


< €. 


Pour prouver cette assertion, servons-nous du critère de Cauchy de 

convergence des suites de sommes partielles [S,] et de l’égalité 
n 

Y x = S, — S,. Le critère de Cauchy donne pour m + 1 =n un 


Ks=am+] 
œ 


critère simple et nécessaire de convergence de la série Ÿ x, : si la 
kK=0 
série à x, est convergente, alors lim x, = 0 (la réciproque n’est pas 
fn — 
K=0 
vraie). | 
Voyons maintenant quelles sont les conditions suffisantes assurant la 
œ n 
convergence de la série Ÿ x,. De l'inégalité | Ÿ x, 
kK=0 K=m+] 


n 


< y Ix, lil 


k=m+] 


découle pour ñn > m que la convergence de la série Ÿ° 1x, | entraîne celle 
k=0 
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œ œ œ 
de la série Ÿ x, . Si la série Ÿ° 1x, | est convergente, la série Ÿ x, est dite 
KkK=0O k=0 k=0 


absolument convergente. Si par contre la série D x, est convergente, mais 
kK=0 


œ 


la série D |x, | diverge, la première série est dite simplement convergente, 
k=0 
ou semi-convergente. 


Théorème. On a les critères suivants de convergence et de divergence de 
œ 
la série Ÿ x, : 
k=0 


n 
1° soit Ÿ Ix,l < c pour tous les n, où c est une constante. Alors la 
k=0O 
œ 
série Ÿ° x, est absolument convergente ; 
k=0 


2° critère de comparaison. Soit 1x, | < y, pour k > Net lasérie Ÿ y, 
k=0 


est convergente, alors la série y x, est absolument convergente ; si pour 
kK=0 


k > Nonax, > ly,l et la série Ÿ y, est divergente, alors la série Ÿ x, 
K=0 k=0 


est également divergente ; : 
3° critère de Cauchy. Soit œ = im Vix,l . Alors la série y x, est 
absolument convergente pour æ < 1 et divergente pour a > 1 à 
4° critère de D’Alembert. Soit B = lim 


XL+1 


(pour x, # 0). Alors la 


série Ÿ x, est absolument convergente pour 8 < 1. Si pour k 2 Njona 
ku=O 
> 1, /a série D x, est divergente. 
k=0 


Xk+1 
Xk 


l'inégalité 
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n ñn 
O 1° Soit Y Ix, 1 < c pour tout n. Les sommes S, = Y 1x, | forment 
K=0 k& =0 
une suite croissante bornée supérieurement. La suite {S,} est donc conver- 
gente et la série Ÿ° x,, absolument convergente. 
k=0 
2 Soit Ix,| < y, pour k > Netlasérie Ÿ y,,convergente. Les con- 
k=0 
ditions du critère de Cauchy étant remplies pour la série » },, elles le sont 
&=0 
également pour la série D Ix,l en vertu des inégalités 
K=0 
n n 
y Ix, | < y Y., n > m. La seconde proposition se démontre par 
kam+i K=m+! 
l’absurde (provez-la à titre d’exercice). 
3° Servons-nous du critère de comparaison. Comparons la série initiale 


avec la progression géométrique illimitée Y y,, où y, = ag*, a > 0. 


k=0 
Montrons que cette série est convergente pour 0 < g < 1 et divergente 
d 1 — g"+! 


pour g>1.0Ona8, = Y'ag* = a 
k=0 l—q 


sommes partielles S. tend pour 0 < q < 1 vers le nombre a/(1 — g). Si 


. On voit que la suite des 


q > 1, la limite lim y, = lim ag“ = = +0 ; or, pour la convergence de la série 


> 74 il faut que lim y, = 0 : la série est donc divergente. 
K=0 


Supposons maintenant que les termes de la série ) x, vérifient la con- 
k=0 


dition œ = lim Vix «| < 1. En vertu des propriétés de la limite supé- 


fees pour tout € > 0 | existe un numéro N tel que Vix < a + epour 

> N (l'inégalité Vix œ + € n’a lieu que pour un es fini de 
nt voir $ 2). nb œ < 1, on peut choisir € assez petit pour avoir 
œ+e=q<l.OnaalorsVix,l < gpourk > N,doncix,l < y,,où 
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y, = g“. Comme la série Ÿ y, est convergente, la série Ÿ° x, est absolu- 
K=0 K=0 


ment convergente d’après le critère de comparaison. Soit maintenant 
æ > 1. Par définition de la limite supérieure, un nombre infini des termes 
de la suite NV Ix,l] vérifie l’inégalité &« — € < Ÿ Ix,l < & pour tout 
e > 0, c’est-à-dire que (œ — €)* < 1x, | < a“*. Choisissons maintenant 
un € > 0 assez petit pour avoir &œ — € = g > 1. Alors un nombre infini 
des termes de la suite {x,] vérifie l’inégalité lx, | > g* > 1 et le critère 
nécessaire de convergence de séries, à savoir lim x, = 0, ne peut pas être 


satisfait. La série Ÿ x, est donc divergente. 
k=0 


4 Soit 8 = lim Ix,,,/x, | < 1. Des propriétés de la limite supérieure 


découle que pour tout € > O il existe un numéro N tel que 
Ix,,,/X. | < B + epour K > N. 

Choisissons un € assez petit pour avoir 8 + € = qg < 1. Alors 
Ix,,,/X1 <q pour kK>N, :g'est-a dire que LXvs k < Ixy lg, 
Ixv,2l < lxy,,lg < lxslg*, …, 1x1 < lxylg*T". La série 


Y Ix,!qg*N est convergente, ce qui entraîne la convergence de la 
k=0 œ 
série y x, en vertu du critère de comparaison. Soit maintenant 
K=0 
Ix,,,/xX. 1 > 1 pour & > N,. Les termes de la suite {1x, 1}, & > N,, ne 
décroissent alors pas et le critère nécessaire de convergence des séries D Xe 
kK=0 


n’a pas lieu. La série ), x, est donc divergente. 
kK=0O 
Le critère de convergence de Cauchy ou celui de D’Alembert s’utilisent 


e e e k e e 
surtout lorsque les limites lim Vix, | ou lim Ix,, ,/x, | existent, car dans 
-©œ _œ . 


ce cas la limite supérieure se confond avec la limite usuelle. 
Considérons le critère suffisant de convergence des séries applicable 
également dans le cas des séries semi-convergentes. 


Règle de Leibniz. Soit Ÿ x, une série alternée, c'est-à-dire que 
K=0 
x, = (—1)fa,, où a, > 0. Alors, si pour k > 2N, la suite |a, | est mono- 


tone décroissante et lim a, = 0, la série Ÿ x, est convergente. 
sd k=O 
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Û Pourrn >NonasS,,,, — Sin-1 = —n+1 + Sn 2 0. Ensuite, 
Sone2 — Son = Bn+2 — Gn+1 < 0, Puisque la suite {a,] est monotone 
décroissante. En outre, S,,,, — S,, = —a,,, < 0. CommeS,,,, > 
> San Et Sons1 < Son € San2 € + < Sony la Suite [S,, , ,} des sommes 
impaires est monotone croissante et bornée supérieurement, ce qui veut 
dire qu’existe la limite lim Son+1 = S = sup SANRE 

De façon analogue, il découle des inégalités S,,,, < S:,, S:, 2 
> Sans1 > S2no+1 Que la suite {S;,] est monotone décroissante et bornée 
inférieurement, c’est-à-dire qu'’existe la limite limS,, = S = infS,,. 

n—œ ñn 


Passant dans l’égalité S,,,, — S;, = —a;,,, à la limite, on trouve 


S = S, c’est-à-dire qu’existe la limite lim S, = S. CommeS = inf S,, = 
ñn—®œ ñn 
= sup S,,,,, alors S,,,, < S < S,, pour n > N,, ï.e. les sommes partiel- 
ñn 
les S,, et S,,,, donnent une limite à S,, — S;,,, = a;,,, près. 


Exercices. 1. Montrer que la série y a, est absolument convergente si 


k=0 
Re a 
telle est la série y b,, b, # 0, et existe la limite lim (# ) 
k=0 To k 


Indication. Utiliser le fait que la suite {a, /b, } est bornée. 
2. Soit a, p = ]/[(Kk+1)(k+2)...(k+p)]. Prouver la convergence de la 
série D ay, y Pour p > 1 à l’aide de la relation 
k=0 


CPE — P) = dir p-i — Ge, p-i° 


3. En utilisant les résultats des exemples 1 et 2, prouver la convergence 


des séries de la forme D (P,(k)/Q,(&)), où P,,(k), Q,(Kk) sont des poly- 
k=0 
nômes de degré m et n respectivement, Q,(k) # 0 pour & = 0, 1,2, et 
n-m > li. 
4. Soit a, — b, = c, et supposons que la série Ÿ c, est convergente. 
ka=0 
Montrer que la convergence (ou la divergence) de la série y a, découle de 
K=0 


celle de la série Ÿ° b,. 


K=0 
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5. Montrer qu’une suite monotone est convergente si telle est une sous- 
suite qui en est extraite. 
Indication. Utiliser le fait qu’une sous-suite convergente est bornée. 


8 4. Opérations sur les séries 


Considérons quelques propriétés des séries, analogues à celles des som- 
mes finies. 


Théorème de Cauchy de la permutabilité des termes d’une série conver- 
gente. Si une série S x, est absolument convergente, alors toute 
œ K=0 
série Ÿ x; obtenue par permutation de ses termes est aussi absolument 
k=0 
convergente et a la même somme. 


CO Soient S, et S; des sommes partielles des séries 5° x,, Ÿ x; . 
k=0 k=0 


Comme la série ÿ x, est absolument convergente, il existe pour tout 
k=0 
p 
€, > O un numéro N,telque YŸ Îx,l < €, pour p > m > N,. D'où 


k=m+i 


P p 
D x< À IXI<e, 


k=m+i k=m+i 


IS, — Sul = 


pour p > m > N,. En passant dans cette inégalité à la limite lorsque 
p — ©, on trouve que |S — S,,| < €, pour m > N,, où S est la somme de 
la série Ÿ x,. Tous les termes de la somme 5,, sont contenus dans une 
k=0O 
somme SX, pour cette raison la somme S, contient pour nr > N = N{;) 
tous les termes de la somme S,, et en plus quelques termes de la série y Xe 
K=0 
avec & > m. Soit p le plus grand de ces numéros. La différence S, — S,, 
représente alors la somme des termes x, tels que m < k < p. Le module 
d’une somme ne dépassant pas la somme des modules des termes, on a 
P 
IS; — S,1< Y xl < €, pour n > N(e,), d'où 


Kknm+] 
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IS, — SI = 1(S; — S,) + (S, — S)l < 
< IS -S,1 +15, — Si < 26, 


pour n > N. Pour un € > O arbitraire, posons €, = €/2. Alors 

IS, — S1 < € pour n > N. On a donc montré que la série Ÿ° x, est con- 
k=0 

vergente et sa somme est égale à S. Des raisonnements analogues appliqués 


œ œ : 
aux séries ÿ Ix,l et Ÿ 1x1 nous convainquent que la série Ÿ x; est 
k=0 k=0 k=0 


absolument convergente. 


Montrons que dans une série semi-convergente la permutation de ter- 
mes peut entraîner un changement de la somme de la série. 


Exemple. Soit la série D (—1)# —— D’après la règle de Leibniz, 


k=0 
c’est une série convergente. Changeons l’ordre de sommation, en associant 
les termes de la série en groupes composés chacun d’un terme positif et de 
deux négatifs : 


LE + dd + dE + 
2 4 3 6 8 5 10 12 . 


Pour la série considérée on a 


n 


1 
= Ÿ 2k+1 4k+2 4k+4) 


=0 


2n +1 


72  E Gr- #55) =: 2 2, D 


par conséquent, lim S,,_, = S/2, où S = D (- DK =. Comme 


lim (Ss,41 — S34) = lim(S,, — S,,_,) = 0,ona limS, = limS,,_, = 


= $/2. Ainsi donc, par une permutation de termes de la série initiale, nous 
avons obtenu une autre série dont la somme est deux fois moindre. Le 
théorème que nous venons de démontrer interdit la convergence 
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absolue de la série initiale, donc la série » (en | - Y 
k+1 k+I1 
kK=0 


k=0 
est divergente. Cette série s’appelle harmonique. 
Citons sans démonstration le théorème suivant. 


Théorème de Riemann. Si {a série Ÿ x, est semi-convergente et S est un 
Kk=0 
nombre arbitraire, on peut obtenir par permutation de termes une série 
convergeant vers S. 


Traitons la question d’addition et de multiplication terme à terme des 
séries convergentes. | 


Théorème. Si Ÿ x,, Ÿ y, sont deux séries convergentes de sommes x 
k=0O k=0O 


et y respectivement, la série Ÿ° (C,x, + Cy,) converge et est de somme 
k=0O 
c,X + ©} (c,, c, sont des constantes arbitraires ). 


L’assertion du théorème découle de la propriété correspondante des 
sommes partielles S, = Y x,, S, = Ÿ y, et de l'égalité 
k=0 k=0 


lim (c,S, + © 5,) = clim S, + c, lims,. 


n—oœ 


Théorème. Si Ÿ x, et Ÿ y, sont deux séries absolument convergentes 
KkK=0 k=0 


de sommes x et y respectivement, la série composée des produits x, y, 
(k = 0,1,2,... ;1 = 0, 1,2, ...) numérotés dans un ordre queiconque, est 
aussi absolument convergente et de somme xy. 


Ü Notons z,, z,, 2, .… les produits de la forme x, y, numérotés arbitrai- 
rement, # = 0, 1,2, ; / = 0, 1, 2, .… Soit une somme partielle S, de la 
série Ÿ 17,1. La somme S, est composée des termes de la forme 1x, y, 1. 

i=0 
Soit m = max {k, /}. Alors * 


S,< Y x» (Lx) Linl)< Elul Lin <o. 
s K=0 0 


OGKk, I&m 1=0 


48 SUITES [CH. 2 


Ainsi donc, la série Ÿ z; est absolument convergente d’après le critère de 
i=0 

convergence des séries. Mais dans ce cas la somme de cette série est indé- 
pendante de l’ordre de sommation. Rangeons les produits x,y,, pour m 
fixe, dans l’ordre suivant : x0y,, X,Yo X1Ymr XmŸis X2Ÿns XmŸ23 

es Xn1Yns XmŸ m1 XmŸm- En augmentant m d’une unité, on obtient de 
nouvelles familles de produits x, y, pour de nouveaux m fixes. On en épuise 
finalement toutes. Pour trouver la somme de la série obtenue, calculons la 
somme partielle o,, de termes tels que m < N. Les produits correspondants 
X,.}, Sont indiciés dans ce cas par des # < N, I! < N. Donc 


N NN N N 
Où = D, D XX = Lx Lo 


K=0O/=0 


La somme de la série D) z, est égale à la limite des sommes o,, quand 
i=0 


N — ©, d’où DE = xy. D 


i=0 


8 S. Suites et séries de nombres complexes et de vecteurs 


La notion de suite de nombres complexes ou de vecteurs se définit de la 
même manière que celles de suite numérique ou de série numérique. 

De même que pour les suites et les séries numériques, on utilise les 
notions de module d’un nombre complexe ou d’un vecteur pour introduire 
celles de suite et de série convergentes de nombres complexes ou de vecteurs 
et l’on prouve les propriétés des suites et des séries, établies pour le cas réel, 
sauf celles qui ont recours à l’opération de comparaison (laquelle n’est pas 
définie pour les nombres complexes et les vecteurs). Ne s’établissent non 
plus les propriétés liées aux opérations de multiplication ou de division de 
termes des suites ou des séries de vecteurs, ces opérations n'étant pas défi- 
nies pour les vecteurs. 

La convergence d’une suite {z,} de nombres complexes z, = x, + iy, 
est liée à celle des suites numériques {x, } et {y,]. 


Théorème. Pour qu'une suite {z,] de nombres complexes soit conver- 
gente, il faut et il suffit que convergent les suites {x,] = [Re z,]) et 
(»,) = (Imz,). 

Ü Nécessité. Supposons que la suite {z,] de nombres complexes tend 
vers un nombre complexe c = a + ib. Dans ce cas, pour tout € > O, il 
existe un numéro N = N(e) tel que 12, — cl < € pour n > N. Comme 
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Ix, — al <1z,—- cl, ly, —- bl < 1z,- cl, on a lx, —-al<e, 
ly, — bl < € pour n > N, c’est-à-dire que les suites {x, ] et {y,] conver- 
gent respectivement vers a et b. 

Suffisancé. Supposons que les suites {x, | et {y, ] tendent respectivement 
vers a et b. Alors, quels que soient €, > 0, €, > 0, il existe des numéros 
N, = N{e,)et N, = N,(e,)tels que lx, — al < €, pour n > N,(e,), lp, — 
— bl <e, pour n > N,(e,). Choisissons les nombres €, et €, à partir de la 
condition Ve + ë = €, € > O quelconque, et posons © = a + ib, 


N = max (N,, N,). Alors, pour ñn > N, ont lieu les inégalités 12, — cl = 
= Vlx, — al? + 1y, — bi? < Ve + & = €, c’est-à-dire que la suite 
[z,} de nombres complexes converge vers le nombre complexe c = a + ib.l 
A l’aide de la méthode utilisée pour la démonstration du théorème 
précédent on déduit, à partir du critère de Cauchy de convergence des sui- 
tes {x, } et {y,], le critère de Cauchy de convergence de la suite {z,] de nom- 
bres complexes, z, = x, + iy,. 
La convergence des séries Ÿ°2,,2z, = x, + iy, de nombres complexes 
k=0 
se définit, tout comme dans le cas des séries numériques, à l’aide de la 
notion de convergence des suites. Pour les séries de nombres complexes ont 
également lieu le critère de Cauchy et le critère de comparaison qui en 
découle : si pour £# > A, sont vérifiées les inégalités la, | < b, et la série 
D b, converge, alors la série D a, converge aussi. En particulier, la série 
K=0 kK=0 


œæ ©œ 
D a, converge si converge la série y la, |. Tous les critères de conver- 
k=0O &=0 


gence absolue des séries découlant du critère de comparaison sont égale- 


ment vrais. 
Tout comme dans le cas d’une suite numérique, la suite {c, } de nombres 
complexes est convergente ou divergente en même temps que la série 
©œ 
K=l 
Considérons à titre d'exemple la question de la convergence des séries 


entières, c’est-à-dire des séries de la forme Ÿ c,(z — )*, où c, = a, + 
K=0 


+ib,,72=X+i),4 = X + os es De, X, Y, Xo, Y) SOnt des nombres réels. 
D’après le critère de Cauchy, cette série est absolument convergente si 


 : : ; . - 
lim Vlc,(z — z0)*l <_1 ; elle est divergente si la limite indiquée est > 1. 
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 — k > 2 k 
Posons R = 1/ lim Vlc,l. La série D c(z — Z)° est convergente pour 
Hé k-0 
Iz — 4! < Ret divergente pour Iz — z,l > R. Si 1z — z,l = R, la série 
entière peut aussi bien être convergente que divergente. L’ensemble des 
valeurs z dans le plan complexe satisfaisant à l’inégalité 1z — z,1 < R étant 
un disque de rayon R centré en z,, on appelle R rayon de convergence de la 
série entière donnée. 

Signalons la propriété suivante des séries entières : si une série 
> C,(z — Z,)° converge pour un certain z = Z, elle converge pour tous les 
k-=0 
z satisfaisant à l’inégalité \z — z,1 < 1Z — z,!. En effet, si l’inégalité pré- 
cédente est remplie, on a 1z — z,l < R, puisque 1Z — z,l < R. 

Si c, # 0,k = 0, 1,2, .…, et la limite lim lc,,,/c.1 = À existe, on 


s’assure, le critère de D’Alembert aidant, que la série y c,(z — Z)* est 
ka=0 
convergente pour |z — z,| < 1/4 et divergente pour 1z — z,l > 1/4, 
c’est-à-dire R = 1/4. 
Montrons que les ensembles de nombres complexes sont justiciables du 
théorème de Bolzano-Weierstrass. 


Théorème. Tout ensemble de nombres complexes À borné infini admet 
au moins un point limite. 

[] Pour tout élément z = x + iy de À, on a Izil < c, où c est une 
constante. Mais dans ce cas Ix!l < c, lyl < c, c’est-à-dire que les ensem- 
bles des parties réelle et imaginaire des z complexes sont bornés. Un au 
moins de ces ensembles est infini. Supposons pour fixer les idées que c’est 
l’ensemble des x. Alors c’est un ensemble x infini et borné et contient, par 
conséquent, au moins un point limite ; notons-le a. Ceci signifie qu’on peut 
extraire, de l’ensemble des x, une suite de nombres x, distincts convergeant 
vers a (cf. la remarque en fin du $ 1). D’autre part, à chaque nombre x, il 
correspond dans l’ensemble À au moins un nombre z, = x, + iy, dont x, 
constitue la partie réelle. La suite { y, j est bornée (ly,1 < c) et d’après le 
théorème de Bolzano-Weierstrass on peut en extraire une suite | Ya, con- 


vergeant vers un nombre b. Mais dans ce cas les suites [xx | et | Ye.) des 
parties réelle et imaginaire des nombres [zx ] distincts formant la suite [ze | 
tendent respectivement vers a et b. Donc limz, = € = a + ib. Le 


n—œ 


nombre complexe & est point limite de l’ensemble À, puisque dans tout 
e-voisinage du point € on peut trouver des points de la forme 4, # ê 


appartenant à l’ensemble considere. 
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Des théorèmes analogues à ceux formulés pour les suites et séries de 
nombres complexes ont lieu pour les suites et séries de vecteurs. 


Théorème. Pour la convergence d'une suite {x, j de vecteurs x, = (x,,, 
Xu2s « Xnm) il faut et il suffit que soient convergentes les suites [x,,\ des 
composantes de ces vecteurs, k = 1, 2, ..., m. 


Théorème de Bolzano-Weierstrass. 7out ensemble borné infini À d’un 
espace vectoriel admet au moins un point limite. 


Ces théorèmes se démontrent tout comme pour l’ensemble de nombres 
complexes, à cette différence près qu’au lieu des parties réelle et imaginaire 
des nombres complexes il faut considérer les composantes des vecteurs. On 
se servira des inégalités lu, | < lul pour les vecteurs u = (u,,u,,...,u,.), 
analogues aux inégalités correspondantes pour les nombres complexes. 

Le critère de Cauchy et tous les critères de convergence absolue des 
séries sont valables pour les suites et séries de vecteurs. A l’aide du critère 
de Cauchy on prouve, tout comme dans les cas réel et complexe, la conver- 
gence de la série de vecteurs Ÿ u, lorsque lu, | < v, pour & > AN, et la 

k=O. 
S 
série numérique y v, converge. Signalons le critère de convergence d’une 
k=0 
suite {u,} de vecteurs : la suite {u,; est convergente ou divergente selon 
œ 
qu'est convergente ou divergente la série D [u,,, — u,]. En particulier, 
K=0 
la suite de vecteurs {u, est convergente si converge la série numérique 


œ 
y lu,,, —u,l. 
k=0 


CHAPITRE 3 


LIMITE D’UNE FONCTION. FONCTIONS CONTINUES 


$ 1. Méthodes de définitions des fonctions 


Soit donnée une loi f associant à chaque nombre x, appartenant à un 
ensemble numérique À, un certain nombre y. On dit qu’est donnée une 
fonction y = f(x). 

On peut considérer également une fonction de plusieurs variables : 
y = f(x,,x;,, .…,x,,), où à un ensemble de nombres réels x,, x,, ..…., x,, est 
associé un nombre y = f(x,, x;, ..…., x,,). Il est commode de considérer 
l’ensemble de nombres x = (x,, x,, ..., x,,) comme un point d’un espace 
vectoriel à m dimensions (notation abrégée : y = f(x), oùx = (x,,x2, … 
.…. Xn)). Autres notations usuelles :z = f(x, y) pour une fonction de deux 
variables, u = f(x, y, z) pour une fonction de trois variables. Dans 
l’espace tridimensionnel, on appelle rayon vecteur un vecteur r de compo- 
santes x, y, z, d’où la notation f(r) pour une fonction de trois variables. 

On appelle domaine de définition d’une fonction y = f(x) l’ensemble 
A des points x pour lesquels la fonction f(x) est définie, et domaine des 
valeurs de la fonction y = f(x) l’ensemble B des valeurs de y. Une variable 
x, numérique ou vectorielle, s’appelle variable indépendante, ou argument, 
et la variable y, variable dépendante. Une fonction y = f(x) de domaine 
de définition À et de domaine des valeurs B est dite bornée supérieurement 
(resp. inférieurement ) si l’ensemble B est borné supérieurement (resp. infé- 
rieurement), c’est-à-dire s’il existe un nombre c tel que f(x) < c pour 
x e À (resp. f(x) > c pour x e À). On définit de façon analogue la notion 
de fonction bornée et celle de sa borne supérieure (notation : 
sup f(x) = sup B). 


Nous allons donner les différentes méthodes de définition de fonctions 
d’une variable. 

Méthode analytique. On donne la formule permettant de calculer f(x) 
pour tout xe À. Par exemple, y = x, À est un intervalle infini : 
—œo <X < +. 

Méthode graphique. On considère des coordonnées cartésiennes dans le 
plan (x, y). L'ensemble des valeurs (x, y) prises par une fonction donnée 
est représenté sous forme d’une courbe. Ainsi, la fonction représentée sur 
la fig. S est définie sur l’intervalle ]a, bf. 
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a b x 
Fig. S 


Méthode tabulaire. On donne les valeurs de y pour une série de valeurs 
de x sous forme d’un tableau et l’on indique la règle de calcul des y pour 
des valeurs intermédiaires de x d’après les valeurs tabulaires. 

Méthode implicite. On donne une fonction y = f(x) à l’aide d’une 
relation entre x et y. 


Exemple. La relation x? — y? = Oest satisfaite par y = xet}y = —x. 
On dit dans de tels cas que la relation entre les quantités x et y définit une 
fonction multivoque, ou multivalente. 

Les fonctions que nous allons étudier seront presque toujours univalen- 
tes. 


Un des moyens de définition implicite de fonctions est la donnée d’une 
fonction y = f(x) à l’aide de la relation x = #(y). Supposons que pour 
tous les y pris dans le domaine de définition de la fonction #(y) on a la con- 
dition : si y, # y, alors x, # x,, où x, = #(y,), x, = w(y.,). A chaque 
valeur de x on associe alors, à l’aide de Îa relation x = #(}y), une valeur 
bien déterminée de y, c’est-à-dire que la relation x = (y) définit une cer- 
taine fonction y = f(x). La fonction f(x) est dite inverse de la fonction 
(y). Avec ce mode de definition de la fonction y = f(x) on calcule les 
valeurs de la variable indépendante (argument) x d’après celles de la varia- 
ble dépendante y. 

Un autre moyen de définition implicite de fonctions, fréquemment uti- 
lisé, est la donnée d’une fonction y = f(x) à l’aide de deux fonctions : 
y = @(t), x = yÿ(t). En effet, si la fonction x = (7) admet une inverse, 
t = F(x), alors, connaissant x, on trouve la valeur de f? = F(x) pour 
laquelle x = ÿ(t). Ayant obtenu f, on calcule y = #(f). Ainsi donc, si la 
fonction inverse { = F(x) existe, les relations y = g(f}),x = yÿ{(t) permet- 
tent d’établir une relation entre les valeurs de x et y, c’est-à-dire définissent 
une fonction y = f(x). La variable t s’appelle dans ce cas paramètre. 


Exercice. Soit 0 < u < 1 le domaine de définition d’une fonction 
f(u). Chercher le domaine de définition de la fonction f(sin x). 


$ 2. Limite d’une fonction 


Considérons la notion de valeur limite d’une fonction y = f(x) lorsque 
x — a (la notation x — aselit : x tend vers a). Soit une fonction y = f(x) 
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donnée sur un ensemble À ayant le point x = a pour point limite (A est un 
ensemble numérique pour une fonction d’une variable et un ensemble vec- 
toriel pour une fonction de plusieurs variables). Citons deux définitions de 
la limite d’une fonction. 


Définition 1. Un nombre b s’appelle limite d’une fonction y = f(x) 
lorsque x — a si, quelle que soit une suite de points {x,}, x, # a,x € À, 
convergeant vers a, la suite correspondante {f(x, )} des valeurs de la fonc- 
tion converge vers b (notation : lim f(x) = b). 


Définition 2. Un nombre b s'appelle limite d’une fonction y = f(x) 
lorsque x — a si pour tout £ > Oil existe un nombre ô > 0 dépendant de, 
Ô = Ô(E), tel que pour tous les xe À satisfaisant à la condition 
O < Ix — al < 6, on a l'inégalité | f(x) — bl < €. 

Montrons que les deux définitions sont équivalentes. 


Théorème. Les définitions 1 et 2 de la limite d'une fonction sont équiva- 
lentes. 

Ü] Soit b la limite d’une fonction f(x) pour x — a au sens de la défini- 
tion 2. Montrons que b est aussi la limite de la fonction f(x) pour x — a au 
sens de la définition 1. Soit {x,] une suite convergeant vers a, x, # a, 
X, € À. Alors, quel que soit à > 0, il existe un numéro N tel que 
Ix, — al < & pour n > N. En outre, quel que soit € > 0, il existe un 
Ô = Ô(E) > 0 tel que If(x) — bl < € pour 0 < 1x — al < à, xe À. 
Posons ô = ô(e) dans l’inégalitélx, — al < ô. Alors pour n > N = N(E) 
on a lf(x,) — bl < €, c’est-à-dire que lim f(x,) = b. 


Supposons maintenant que b est la limite de la fonction f(x) lorsque 
x — a au sens de la définition 1, sans l’être au sens de la définition 2. Ceci 
signifie que pour un certain € > 0 on ne peut exhiber aucun &ô > 0 tel que 
soit satisfaite l’inégalité |f(x) — bl < € pour 0 < 1x — al < ô,xe À. 
Mais alors il existe pour cette valeur € et tout ô > 0, des points x € À tels 
que O< Îx — al < 6, mais Ilf(x) — bl > €. Posons ô = à, où 


n 
lim à, = 0. Pour chaque 6ô,, cherchons un x=x, tel que 


n—œ 
O0 < x, — al < 6,, mais If(x,) — bl > €. 

La suite {x,] converge vers a. En effet, quel que soit ô > 0, on peut 
exhiber un numéro N tel que ë, < ô pour nr > N, d’où pour n > Nona 
Ix, — al < à, < 6, c’est-à-dire que lim x, = a. D'autre part, la suite 


[f(x,)] ne peut pas converger . vers b en vertu de l’inégalité 
If(x,) — bl > €. La contradiction obtenue invalide l’hypothèse faite 
selon laquelle b est la limite de la fonction f(x) au sens de la définition 1. 


Formulons maintenant le critère de Cauchy d’existence de la limite 
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d’une fonction, analogue au critère de Cauchy d’existence de la limite 
d’une suite. 


Théorème (critère de Cauchy). Pour l'existence de la limite d’une fonc- 
tion f(x) pour x — a il faut et il suffit que, quel que soit £ > 0, il existe un 
nombre à > O tel que 1\f(x) — f(x’) <e si O < Ix — al < 6, 
0O<lx’-al <ô,xeA,x'Ee A. 

D Nécessité. Soit lim f(x) = b. Alors, quel que soit €, > 0, il existe 


un nombre à > O tel que f(x) — bl <e,, 1f(x") — bl < €, si 
0<lx-al <6,0< ÎIx°—- al <ô,xe À, x°Ee À. Mais dans ce cas 
fx) — f(x) = IX) — 6] — Lx) — b]l < f(x) — bl + 
+ 1f(x7) — bl > 26,. Si pour tout € > 0 on pose €, = €/2, alors pour 
0 < Ix — al < 6,0 < 1x” — al < 6 on obtient If(x) — f(x’)l < €, ce 
que nous voulions. 

Suffisance. Supposons que, quel que soit € > 0, il existe un 
Ô = Ô(E) > O tel que Ilf(x) — f(x')l < € pour 0 < Ix — al < 6, 
0 < 1x’ — al < 6, xe À, x°e À. Soit une suite arbitraire [x] conver- 
geant vers a, x, # a, x, € À. La suite {x,} étant convergente, pour tout 
ô > Oil existe un numéro N tel que |x, — al < 6, 1x, — al < ô pour 
n>N,m2> NN. Posons à = ô(e), x = x,, x° = x,,. Nous aboutissons 
alors à l’inégalité If(x,) — f(x,,)l < € pour n > N,m > N, ce qui veut 
dire que pour la suite {f(x,)} sont remplies les conditions du critère de 
Cauchy et donc cette suite converge vers un certain nombre b. Montrons 
que le nombre b ne dépend pas du choix de la suite {x, } convergeant vers a. 
En effet, soient [x, | et { x, ] des suites qui convergent vers a toutes les deux. 
Mais alors la suite x,, X,, x,, X,, .., x, X,, .… converge elle aussi vers a et la 
suite f(x,), f(x), (x,), SR), … est convergente. On en déduit que les 
sous-suites {f(x, )} et [f(X,)}] tendent vers une même limite. 


Introduisons la notion de limite unilatérale qui est utile lors de l’étude 
des fonctions d’une variable. 


Définition. Un nombre b s’appelle limite à droite (resp. à gauche) d’une 
fonction f(x) lorsque x — a si, quel que soit € > 0, il existe un nombre 
ô > Otel que |f(x) — bl < € pour tous les x € À satisfaisant à l’inégalité 
O<x—-a<6 (resp. —ô < x — a < 0) (notation : Jim fGx) = b, 


lim f(x) = b, ou f(a + 0) = b, f(a — 0) = b). 


Nous proposons au lecteur de prouver à titre d’exercice le théorème sui- 
vant : une fonction f(x) admet une limite pour x — a si et seulement si les 
limites à gauche et à droite de cette fonction existent lorsque x — a et sont 
égales entre elles. 

Pour la fonction de plusieurs variables, introduisons la notion de limite 
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de la fonction dans une direction donnée, notion analogue à celle de limite 
unilatérale. 

Soit w = (w,,w,, .…, w,,) un vecteur vérifiant la condition lwl = let 
supposons que tout voisinage d’un point a contient les points de la forme 
x(t)=a+1tw 0<1<1,, appartenant au domaine de définition de la 
fonction f(x) (dans un espace tridimensionnel, les points x(f) sont situés 
sur le rayon issu du point a dans la direction du vecteur w). 

Considérons une fonction d’une seule variable ft : @(t) = f(x) pour 
x = x(t). Si la limite Jim w(1) = b existe, on dit que la fonction f(x) 


admet au point x = a une limite égale à b dans la direction du vecteur w. 
Si une fonction f(x) admet au point x = a une limite, elle l’admet en ce 
point dans toute direction. La réciproque n’est pas vraie. 


Exemple. Soit une fonction de deux variables z = (x? — p2}/(x2 + y?). 
Cette fonction a pour x = y = 0 une limite dans la direction de w = (w,, 
w, ) égale à 

DD 22e 2 — 
A M NO M D 
1-0+0 Wi12 + wir? w2 + wi , 2 

La valeur de la limite dépend dans ce cas de la direction, c’est-à-dire que 

la fonction n’admet pas de limite pour x = y = 0. 


Nous avons introduit la notion de limite finie d’une fonction f(x). Sou- 
vent on a à considérer la limite infinie de la fonction f(x) lorsque x — a 
(notation : lim f(x) = ©). On définit cette notion en remplaçant dans la 

X—0a 


définition de la limite € par c > O0 et les inégalités f(x) — bl < €, 
lf(x,) — bl < € par les suivantes : If(x)l > c, If(x,)l > c. Les limites 
lim f(x) = b, lim f(x) = b, lim f(x) = b, lim f(x) = +o, 


X—® 


lim f(x) = —© se définissent de façon analogue. 


X—0a 
Il suffit parfois de connaître une information moins exhaustive sur le 
comportement d’une fonction. Voyons les définitions suivantes. 


Définition. On dit qu’une fonction f(x) est dans l’ensemble À de 
l’ordre d’une fonction #(x), ou encore que f(x) est O grand de (x) (nota- 
tion : f(x) = O(e(x)}}si If(x)l < cle(x)l pour x € À, où cest une cons- 
tante positive indépendante de x. 

En particulier, la relation f(x) = O(1) pour x € À signifie que la fonc- 
tion f(x) est bornée sur l’ensemble À. Il est évident que si f(x) = O(e,(x)) 
et w,(x) = O(v,(x)) pour x e À, on a f(x) = O(v,(x)) pour x € A. 


Exemples. 1. sin x = O(1) pour xe ]—-®, œf, puisque Isin xl < 1. 
2.x = O(x')pour xe [1, œ[, puisque lxl < x? pour x > 1. 
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Définition. On dit que /a fonction f(x) est o petit de $(x) pour x — asi 
f(x) = E(x)}e(x) et lim £e(x) = 0 (notation : f(x) = o(w(x)), x — a). 


Nous nous servirons de la notation f(x) = O(w(x)), x — a, s’il existe 
un voisinage du point a dans lequel f(x) = O(e(x)), x # a. 

Dans les deux cas les fonctions f(x) et #(x) peuvent ne pas être définies 
pour x = a. Pour des fonctions d’une variable, on peut considérer les rela- 
tions citées non pas dans un voisinage |x — al < €, mais dans un voisi- 
nage à droite O0 < x — a < € (resp. à gauche —e < x — a < 0). Alorsil 
faut remplacer la limite e(x) lorsque x — a par la limite unilatérale corres- 
pondante. On peut considérer également les cas a = +, a = —, 
a = ©, en utilisant comme voisinages d’un point à l’infini des ensembles 
définis par l’une des inégalités x > c,x < —cou lxl > c. Citons les pro- 
priétés des notations que nous venons de définir. 

1° Si f(x) = O(e,(x)) et v,(x) = O(e,(x)) (resp. f(x) = o(v,(x)) et 
(x) = 0(6,(X))) lorsque x—a, alors f(x) = O(v,(x)) (resp. 
(x) = o0(v,(x))) lorsque x — a. 

2 Si f(x) = O(e(x)) (resp. f(x) = o(e(x))) pour x — a, alors 
f(x)}{(x) = O(e(x)#(x)) (resp. f(x){(x) = o(w(x){(x))) pour x — a. 

3 Si f(x) = O(e(x)) et yÿ(x) = o(w(x)) pour x — a, alors 
J{x) + ÿ(x) = O(e(x)) pour x — a. 

Remarquons que la notation f(x) = o(1) pour x — a est équivalente à 
la relation lim f(x) = 


$ 3. Principales propriétés de la limite d’une fonction 


Nous allons considérer les propriétés de la limite d’une fonction qui 
découlent de sa définition et des propriétés des suites convergentes. 

1° Une fonction f(x) ne peut admettre qu’une seule limite pour x — a. 

2 Si la fonction f(x) admet pour x — a une limite égale à b, alors dans 
un certain voisinage du point x = a la fonction f(x) est bornée (pour 
x + a)et le signe du nombre b ne change pas (pour b # 0). 

3° Supposons qu’existent les limites lim f(x) = b, et lim J (x) = b,, 


en outre, dans un certain voisinage d’un point a, les fonctions f(x), f,(x) 
sont définies pour les mêmes valeurs de x. Il existe alors les limites 


lim [cf (x) + Cf (x)], lim n f,G0/,00), lim n AE (pour 1 lim n 0x) # 
# 0 et 
lim [cf (x) + cf(x)] = c,b, + cb, 


(c,, c, sont des constantes ; en particulier, posant JG) = f(x), SX) = 0, 
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C, = cpour lim f(x) = b,ona lim cf(x) = cb), 
lim f,(x)/,0x) = b,b, ; 


ml = 1  (b, & 0). 
LÉ (x) b, - 

# Sif,(x) < J,(x) pour x e À et les limites des fonctions f,(x) et f,(x) 
pour x — a existent et sont égales respectivement à b, et b.,, alors b, < b.. 
En particulier, si f(x) < c (cest une constante et x e À) et f(x) admet une 
limite lim f(x) = b, alors b < c. 


5° Si f,(x) < f(x) < J,(x), x e À, et les fonctions f(x) et /,(x) admet- 
tent pour x — a des limites égales, alors la fonction f(x) admet la même 
limite pour x — a. 

6° Considérons maintenant la propriété d’une fonction composée d’une 
variable. Soit une fonction { = #ÿ(x) définie sur un ensemble numérique À 
et ayant B pour domaine des valeurs. Soit une fonction f(t) définie sur B. 
Alors, si les fonctions #(x) et f(1) admettent respectivement pour limites 
dim w(x) = bet lim f(t) = cetsi s(x) # b pour x + a, alors la fonc- 


tion composée z = f(p(x)) (i.e. z = f(t), où f? = y(x)) admet pour x — a 
une limite égale à c : lim f(o(x)) = lim f{(t)=c. 
x—d {— 


Seules les propriétés 2 et 6° nécessitent une démonstration commentée. 
Prouvons 2. Supposons que la fonction f(x) admet pour x — a une limite 
égale à b. Alors, quel que soit € > O0, il existe un 6 tel que | f(x) — bl < € 
pourxe Aet O0 < 1x — al < 6. Mais dans ce cas, pour 0 < 1x — al < 6,1la 
fonction f(x) est bornée, puisque lf(x)l = I[f(x) — b] + bl < If(x) — 
— bl + 1bl < € + lbl. Comme pour 0 < Ix — al < ôona —E€ < f(x) — 
— b < &, alors b — € < f(x) < b + €. Sib + 0, on peut toujours choisir € 
aussi petit que les nombres b — e et b + € soient de même signe avec b (on 
peut poser par exemple € = 1b1/2). La fonction f(x) admet alors dans le 
voisinage O0 < 1x — al < à le même signe que b. 

Prouvons maintenant 6°. Soit {x,} une suite quelconque convergeant 
vers a, x, # a. Alors la suite [f,] = {p(x,)] converge vers t = bett, + 
# b. Mais dans ce cas l’existence de la limite lim f(t) = c entraîne la 


convergence de la suite {f(1,)} = {f{(w(x, ))] vers c, ce que nous voulions. 

Une propriété analogue à la propriété 6° a lieu pour les fonctions de 
plusieurs variables. Supposons que des fonctions , (x) et f(1) admettent 
respectivement pour limites lim p,(x) = b,, lim ft) = c,où x = (x,, 


Koss Xl = (il st): Kk = 1,2, ..., 15 b = (b,, b,, …, b)). 
Alors, si pour x # aona (x) # b, où w(x) = (v,(x), w#,(x), …, w,(x)), 
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la limite pour x — a de la fonction composée de m variables 
f(&(x)) = f(,(x), pPAX), -…, w(x)) existe et est égale à c, i.e. 
lim f((x)) = lim (0). 


Prouvons cette assertion. Comme lim 1 Pk (x) = b,, lim 1f() =" C; alors, 


ques que soient €, > 0,k = 1,2,. CL ete > O, il ace de nombres à, , 
= 1, 2, …, 4, et 6, tels que Île,(x) — b,l < $k pour 
D<lx- al < &, LU) — el < & pour 0 < 11 — bl < ëy, = (b,, 


b,, …, b,). Choisissons €, à partir de la condition à, = 5 ÿ €; et posons 


K=! 
ô = minô,, 1 <& < /. Alors pour 0 < ÎIx — al < à les inégalités 
lp, (x) — b,l < €, sont simultanément vérifiées. Posant { = (x) = 
= (p,(x), #(x), .…, w,(x)), on s’assure que 1f(p(x)) — cl < € pour 
0 < |x — al < 6, puisque dans ce cas on a 


O < It — bl = ly(x) — bl = 


î î 
= DIPOELLE Y & = Ô,, 
k=] ka 


ce qui signifie que lim f(p(x)) = c, ce que nous voulions. 


$ 4. Continuité d’une fonction 


Soit f(x) une fonction de une ou de plusieurs variables définie sur un 
ensemble 4. Définissons la notion de continuité de la fonction f(x) en un 
point a € À. 


Définition. Une fonction f(x) est dite continue en un point a si, quelle 
que soit une suite de points {x, },x, € À, convergeant vers a, la suite {f(x, )] 
converge vers f(a). 


La notion de continuité admet, par analogie avec celle de limite d’une 
fonction, une définition équivalente : une fonction f(x) est dite continue 
en un point a si, quel que soit € > O, il existe un Ô > 0 tel que, pour 
Ix — al < ôona lf(x) — f(a)l < €. 

Si a est un point limite de l’ensemble À, il découle de la définition de la 
continuité de la fonction f(x) au point a, l’existence de la limite lim f(x) 


X—4a 
égale à f(a). L’inégalité If(x) — f(a)l < € est satisfaite pour x = a, ce 
qui nous permet de rejeter la restriction |x — al > 0. Si la fonction f(x) 
est continue au point a, on dit que le point a est point de continuité de la 
fonction f(x). 
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Si dans la définition de la continuité de la fonction d’une variable on 
remplace lim f(x) par des limites unilatérales lim FC), im f(x), on 


obtient la définition de la continuité de la fonction f(x) au point a respecti- 
vement à droite et à gauche. (On définit de façon analogue la continuité 
dans une direction donnée d’une fonction de plusieurs variables.) 


Définition. Soit une fonction f(x) définie sur un ensemble À dont les 
points de continuité constituent un ensemble B € À. On dit que la fonc- 
tion f(x) est continue sur B. 


Voyons maintenant ce que représentent les points où la fonction f(x) 
n’est pas continue. 


Définition. Un point x = a s’appelle point de discontinuité de la fonc- 
tion f(x) dans les cas suivants : 

1) la fonction y = f(x) est définie au point x = a, mais ce point n’est 
pas point de continuité de f(x) ; 

2) le point x = a est point limite pour le domaine de définition de la 
fonction f(x) et celle-ci admet une limite pour x — a; mais f(x) n’est pas 
définie en x = a. 


Soit x = a un point de discontinuité de la fonction f(x) et celle-ci 
admet une limite pour x — a, mais cette limite ou bien n’est pas égale à 
f(a), ou bien la fonction f(x) n’est pas définie en x = a. Le point x = a 
s’appelle point de discontinuité non essentielle. Si une fonction d’une 
variable admet des limites unilatérales f(a + 0) et f(a — 0), mais 
fa + 0) & f(a — 0) (dans le cas d’une fonction de plusieurs variables, à 
la condition f(a + 0) # f(a — 0) correspond la condition de dépendance 
de la limite dans une direction donnée de la direction même), le point 
x = a s'appelle point de discontinuité de première espèce. Dans tous les 
autres cas il s’agit d’un point de discontinuité de deuxième espèce. 


Exemples. 
1. Soit — | pour x < 0, 
f(x) = sign x = 0 pour x = O0, 
+1 pour x > 0 


(sign se lit signum). Le point x = 0 est un point de discontinuité de pre- 
mière espèce. 

2. Soit f(x) = 1/x. Le point x = 0 est un point de discontinuité de 
deuxième espèce, puisque la fonction f(x) n’est pas définie en x = 0et 
n’admet pas de limites finies f(0 + 0) et f(0 — O). 


3. Soit 
x pou x%# O0, 


Joe f pour x = (. 
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Le point x = 0 est un point de discontinuité non essentielle. 
4. Soit 
x sin (1/x ou x+# O0, 
OS 
0 pour x = 0. 


Cette fonction est continue au point x = 0, car |f(x) — f(0)l < 
< Ixl < € pour Ixl < €. En même temps, aux points de la forme 
1 
X, = ————, 
r(n + 1/2) 
assez grands, la fonction prend aussi bien des valeurs positives que négati- 
ves. 


n = 1,2,..., aussi proches que l’on veut de zéro pour ñn 


Citons les principales propriétés des fonctions continues en un point 
x = a, propriétés qui découlent de la définition de la continuité et des pro- 
priétés correspondantes de la limite d’une fonction. 

1° Si une fonction f(x) est définie dans un voisinage d’un point x = a 
et est continue en ce point, il existe alors un voisinage de a dans lequel la 
fonction f(x) est bornée et où f(a) ne change pas de signe si f(a) # 0. 

2 Soient f(x) et f,(x) des fonctions continues en un point x = a. 
Alors sont également continues en ce point les fonctions c f(x) + c,f,(x) 
(c,, ©, étant des constantes quelconques), f(x) f,(x), f,(x)/f,(x) (pour 
J{a) # 0). 

3° Soient {, = y, (x) des fonctions définies sur un ensemble À et sup- 
posons que la fonction vectorielle ÿ(x) = (w#,(x), .…, #,(x)) a un ensemble 
B pour l’ensemble des valeurs et une fonction y = f(t),t = ({,,1,, ….,t,) 
est définie sur B. Alors si les fonctions {, = w,(x) sont continues en x = a 
et la fonction f(f) l’est en { = b, b = w(a), la fonction composée 
y = f(e(x)) est continue en x = a. 

Dans 3°, on n’a pas besoin d’exiger accessoirement que $(x) # b pour 
x # a comme on le fait dans la propriété correspondante de la limite d’une 
fonction, puisque dans la définition de la continuité de la fonction f(?) en 
t = b on peut supprimer la restriction { # b, étant donné que l’inégalité 
lf(4) — f(b)l < € est automatiquement satisfaite pour { = b. 


Exercice. Montrer que si les fonctions f(x) et g(x) sont continues dans 
un ensemble À, les fonctions w(x) = min [/f(x) + 1, g(x) — 1] et 
ÿ(x) = max [f(x), g(x)] sont également continues dans cet ensemble. 


$ S. Quelques propriétés des fonctions continues 
sur un ensemble borné fermé 


Les fonctions qui sont continues sur un ensemble borné et fermé pré- 
sentent toute une série de propriétés remarquables. Introduisons préalable- 
ment la notion de continuité uniforme. 
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Définition. Une fonction f(x) d’une ou de plusieurs variables continue 
sur un ensemble À est dite uniformément continue sur cet ensemble si, quel 
que soit e > 0, il existe un nombre à = ô(e) > 0 tel que pour deux points 
quelconques x, x” e À vérifiant la condition lx — x°l < ôon a l'inégalité 


Lf(x) — f(x) < €. 


La notion de continuité uniforme diffère de celle de continuité en un 
point x e À par ce que la quantité à ne dépend pas de x. 


Exemple. Montrons que pour x € ]0, 1[ la fonction f(x) = sin (1/x) 
n’est pas uniformément continue. En effet, posons x, = 1/(7n + x/2), 
n = 1, 2, .… Alors f(x;,) = 1, f(x2,,1) = —1. Comme x;,,,, — 
— Xn_ 0 et comme |/(x,,,,) — f(x,)l = 2, il n’existe pour € < 2 aucun 


ô indépendant de x tel que pour |x — x’l < ô soit satisfaite l’inégalité 
Lf(x) — f(x)! < € (en particulier, on ne peut pas satisfaire à ces condi- 
tions pour x = X,,,,,X° = X;,, Où ñ est choisi à partir de la condition 
Ix,,,1 — X,1 < ô). La fonction f(x) n’est donc pas uniformément conti- 
nue sur l’intervalle ]0, 1. 


Une fonction f(x) continue sur un ensemble borné et fermé est unifor- 
mément continue sur cet ensemble. 


Théorème. Soit f(x) une fonction définie et continue sur un ensemble 
borné et fermé À. Cette fonction possède alors les propriétés suivantes : 

1° elle est bornée ; 

2° elle prend sur À sa plus grande et sa plus petite valeur (c'est-à-dire 
que la fonction atteint en certains points x, et x, € À ses bornes sup f(x), 


inf f(x) ; 
XEA 


3° la fonction f(x) est uniformément continue sur l'ensemble À. 

Ü) 1° Supposons que la fonction f(x) n’est pas bornée sur À. Alors 
pour tout c > Oil doit exister un point x e À tel que f(x)! > c. Soient 
c=n,n=1,2,...,etx, les points correspondants en lesquels If(x)l > n, 
ie. 1f(x,)l > n. Les points x, peuvent être considérés distincts, étant 
donné qu’on peut toujours choisir le point x,,, à partir de la condition 
lf(x,,1)1 > 1f(x,)l. L'ensemble des points x, est borné puisque l’ensem- 
ble À est borné. Par conséquent, il existe une sous-suite convergente x, 


de la suite {x, }. Soit lim Xx, = 4. Le point a est un point limite de l’ensem- 
ble À et doit lui appartenir car À est fermé. Mais lim f (x) + f(a) puis- 


que la suite {f(x, )} n’est pas bornée. Nous avons abouti à une contradic- 
n 


tion qui nous convainc que la fonction f(x) doit être bornée sur À. 
2 Supposons que f(x) Æ sup f(x) = M pour tout x € À. La fonction 
XEA 
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g(x) = 1/(M — f(x)) est alors continue sur l’ensemble À et y prend des 
valeurs positives. Elle est donc bornée, C’est-à-dire qu’il existe un nombre 
u > O tel que px) <u pour xeA. D'où M -— f(x) > 1/u, 
f(x) < M — 1/u. Nous avons abouti à une contradiction, car nous avons 
trouvé un majorant des valeurs de la fonction f(x) qui est plus petit que la 
borne supérieure. Il doit donc exister un point x;,e À tel que 
J(x,) = sup f(x). On démontre de façon analogue l’existence d’un point 


x, € À tel que f(x.) = inf f(x). 


3° Supposons que la fonction f(x) n’est pas uniformément continue sur 
l’ensemble 4. Ceci signifie que pour un certine > Det tout ô > 0, il existe 
des points x, x’ e À tels que f(x) — f(x')l > €, bien que 1x — x'1 < 6. 

Choisissons une suite {ô, | convergeant vers zéro et désignons les points 
x et x’ pour ô = à, respectivement par x, et x,. On a 
If(x,) — SX) > eetlx, — x'l < à,. 

La suite {x, | est bornée. On peut donc choisir une sous-suite (xx) con- 
vergeant vers un certain point a. L'ensemble À étant fermé, on a a € À. La 
sous-suite [xx } converge elle aussi vers le point a, puisque x, — x, | < 


< 6, et ô, — 0 pour 7 — œ. Ainsi donc, on a obtenu deux suites, xx] et 
(xx } qui convergent toutes les deux vers a, tandis que les suites xx ) et 
PCxe, )) si elles convergent, tendent vers des limites différentes, car 
Lf. (x) — f (x, )| > €. Le résultat obtenu contredit l’hypothèse de la con- 


tinuite de la fonction f(x) au point x = a, donc la fonction f(x) est unifor- 
mément continue sur l’ensemble À. 5 


Au théorème que nous venons de prouver se rattache le théorème sui- 
vant portant sur les propriétés d’une fonction continue sur un intervalle [a, 
b] et non sur un ensemble fermé borné (aux extrémités de l'intervalle [a, 
b], la fonction f(x) est supposée continue à gauche et à droite respective- 
ment). 


Théorème. Soit f(x) une fonction continue sur l'intervalle a, b]. Si 
f{a) + f{b), la fonction f(x) admet sur l'intervalle ]a, b{ toute valeur 
comprise entre f(a) et f(b). 

C] Soit, pour fixer les idées, f(a) < f(b) (le cas de f(a) > f(b)se trai- 
tant de façon analogue) et le nombre > satisfait à la condition f(a) < 
< y < f{(b). Considérons une fonction w(x) = f(x) — y. Il est évident 
que w(a) < 0, wg(b) > 0. Divisons l'intervalle [a, b] en deux. Si 


g (° ; 2) = 0, alors f(x) = y pour x = T2 sie (° . 2) £ 0, 


on considère à l’étape suivante, au lieu de l’intervalle’[a, b], l’intervalle 
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a + a +b 


[a,,b,],oua, 7e 2 = b pour # (=) < Oeta, = 4, b, = 


2 
a +b 
pour (5) > 0. Alors g(a,) < 0,4(b,) > 0,b, — a, = (b— a)/2. 


En poursuivant la division de l'intervalle en deux, nous obtenons les inter- 
valles [a,, b,], [a,, b,] et ainsi de suite. En définitive, nous aboutissons à 
une suite d’intervalles [a,, b,], n = 1, 2, .…, tels que w(a,) < 0, 
g(b,) > 0.Si, pour un nr quelconque, la procédure de division des interval- 
les s’arrête, cela voudra dire qu’on a trouvé le point où w(x) = 0, c’est-à- 
dire que f(x) = y. Si ce processus n’a pas de fin, les nombres a, forment 
une suite croissante bornée supérieurement, puisque a, < b, < b. Il existe 
donc la limite lim a, = x,. On démontre de même l’existence de la limite 


ñn—œ 


lim b,. Comme b, — a, = (b — a)/2", limb, = x,. Les inégalités 


p(a,) < 0 et 4(b,) > O entraînent respectivement (x) < 0 et 
p(xX) > 0, donc #(x,) = Oet f(x,) = y. M 


Corollaire. Une fonction f(x) continue sur un intervalle {a, b] admet 
sur cet intervalle toute valeur comprise entre inf | f(x) et sup | f(x). 
x€|a, x€|0, 


L’assertion découle du théorème que nous venons de prouver et du n° 2 
du théorème précédent. 


Remarque. Le procédé de recherche de la racine x, de l’équation 
#(x) = 0 décrit dans le théorème s’appelle méthode de la fourchette. Elle a 
une valeur pratique. En choisissant pour n donné au lieu de la racine x, une 
valeur (a, + b,)/2, on obtient la valeur de x, à (b, — a,)/2 = 
= (b — a)/2"+! près. On verra dans la suite quelques méthodes de recher- 
che des racines d’une équation où les approximations successives de la 
racine convergent plus vite vers sa valeur exacte. 


$S 6. Fonctions monotones 


Considérons la classe de fonctions d’une variable dont la particularité 
est qu’elles sont monotones. 


Définition. Une fonction f(x) est dite monotone croissante (resp. 
monotone décroissante) sur un ensemble À si l’inégalité x, < x, entraîne 
pour x, x,e À quelconques l'inégalité f(x,) < f(x,) (resp. 
f(x,) z f(xX)). Si linégalité x, < x, entraïne f(x,) < f(x) (resp. 
f(x,) > f(x)), la fonction f(x) s’appelle strictement croissante (resp. 
décroissante) sur l’ensemble À. Les fonctions croissantes, décroissantes, 
ainsi que strictement croissantes et décroissantes sont dites monotones. Les 
fonctions strictement croissantes et décroissantes sont dites strictement 
monotones. 
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Voyons quelles sont les propriétés des fonctions monotones. 


Théorème. Soit f(x) une fonction monotone sur l'intervalle ]a, bf. 
Alors en chaque point à e ]a, b[ la fonction admet des limites unilatérales 
Î(E — 0) et f(E + 0), la valeur f(£) étant comprise entre les nombres 
JE — 0)et JE + 0). 

C1 Supposons, pour fixer les idées, que la fonction f(x) est monotone 
croissante sur ]a, b{ (le cas d’une fonction monotone décroissante se traite 
de façon analogue). Pour x < £onaf(x) < f(£), d’où Sup f(x) < J(E). 


Montrons que sup f(x) = f(E — 0). En vertu de la propriété de la borne 


supérieure, il existe pour tout € > O un x, tel que x, < £ et 
f(x) > sup f(x) — €. Mais alors, pour tout x satisfaisant à l’inégalité 
x<£ 


X) <X<E,Ona 
sup (x) — € < f(x) < x) < sup (x). 


Ceci signifie précisément que sup f(x) = f(E — 0). Comme pour x < £ 
on a f(x) < f(£), alors 
JE — 0) = sup f(x) < JE). 


On montre en parfaite analogie que inf f(x) = f(E + 0) et 
JE + 0) 2 /J(E). 


Supposons maintenant que la fonction f(x) est monotone et continue 
sur l’intervalle ]a, b[ ou sur l’intervalle [a, b]. Si f(x) est monotone et con- 
tinue sur l’intervalle [a, b], elle prend sur cet intervalle toutes les valeurs 
comprises entre f(a) et f(b), puisque les bornes inférieure Lie f(x) et 

XE Ia, 


supérieure sup | f(x) coïncident soit avec f(a), soit avec f(b) (les fonc- 
XEia, 


tions monotones n’admettent leur minimum et leur maximum qu'aux 
extrémités de l’intervalle [a, b]). Si la fonction f(x) est monotone et conti- 
nue sur l’intervalle ]a, b{, elle prend sur cet intervalle toutes les valeurs 
comprises entre f(a + 0) et f(b — 0) si a < b. 

-En effet, supposons, pour fixer les idées, que la fonction f(x) est mono- 
tone croissante (le cas d’une fonction f(x) monotone décroissante se traite 
de façon analogue). Alors f(a + 0) = site f(x), f(b — 0) = 


= sup f(x). 


xe]o, bl 
Soit un y satisfaisant à l’inégalité f(a + 0) < y < f(b — 0). Par défini- 
tion des bornes inf et sup, pour tout € > Oil existe des valeurs x,, x, e ]a, bI 
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tels que f(a + 0) < f(x,) < f(a + 0) + e et f(b — 0) — € < f(x,) < 
< f(b — 0). Choisissons € à partir de la condition f(a + 0) + € < y < 
< f(b — 0) — €. Alors f(x,) < y < f(x). 

Sur l'intervalle [x,, x,] la fonction f(x) est monotone et continue. Elle 
prend donc, sur cet intervalle, toute valeur comprise entre f(x, ) et f(x, ) et, 
en particulier, pour un certain x = x,, elle prend une valeur égale à y, ce 
que nous voulions. L’assertion est vraie pour des valeurs f(a + 0) et 
f(b — O0) infinies. 

Les fonctions continues strictement monotones f(x) définies sur un 
intervalle {a, b] ou ]a, b{ admettent une fonction inverse. 


Théorème Soit f(x) une fonction continue et strictement monotone sur 
un intervalle [a, b] et 
A = inf f(x), B= sup f(x). 
xe [a b] xe{o. b] 
Il existe alors, sur l'intervalle { À, B], une fonction continue et strictement 
monotone (y), inverse de f(x). 

[] Comme déjà montré, la fonction f(x) peut prendre toute valeur y 
comprise entre À et B. D’autre part, par définition d’une fonction stricte- 
ment monotone, la valeur - ne peut correspondre qu’à un seul x e [a, b]. 
Ceci signifie que sur l’intervalle [ 4, B] il existe une fonction x = w(y) 
inverse de y = f(x). Montrons que cette fonction est strictement mono- 
tone et continue. Supposons, pour fixer les idées, que la fonction f(x) est 
strictement croissante. Alors l’inégalité x, > x, entraîne f(x,) > f(x; ) et 
inversement, f(x,) > f(x.) entraîne x, > x, (s’il n’en était pas ainsi, on 
aurait une contradiction). Posons y, = f(x,), y, = f(x). Alors 
x, = e#(y,),x, = w(y,), d’où pour y, > y, on a #(y,) > w(y,), donc la 
fonction #(}y) est strictement croissante. 

Prouvons la continuité de la fonction #(y). Soit x, € ]a, b[ et le nombre 
€ > O est choisi aussi petit que (x, — €, x, + €) C Ja, bf. Posons 
Yo = SX), = (X — €), Y3 = f(x + €), ê = min [(y, — y,), 
(Oo — }.)l. Alors pour l y — y,l < ôona ly(y) — #(y,)l < €. En effet, 
(do — 80 + À) C (y, »,), puisquey, =» — (D —M)< Y — Ô < 
< Yg+t Ê< Yo + (2 — Yo) = y,, d’où pour ly — y,l < à on a 
Y, < y < }. La fonction #(y) étant pour ly — y,l < ô strictement crois- 
sante, on a 


Xo — E = (y) < e(y) < p(y,) = xÿ + €, ie. lwCy) — 6)l < €. 


Cette inégalité démontre précisément la continuité de la fonction #(y) aux 
points y, € JA, B[. La continuité de (y) aux extrémités de l’intervalle ]A, 
B{ se prouve de façon analogue. = 


Dans les conditions du théorème, on peut prendre au lieu de l’intervalle 
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[a, b], l’intervalle ]a, b[ ou les intervalles semi-ouverts à droite [a, b[et à 
gauche ]a, b], en remplaçant [ A, B] respectivement par ] A4, B[, [4, B[ ou 
]4, B]. 

Exercice. Soit w(ô) = | Sup — f(x) — f(x”)l, où la fonction 
f(x) est définie sur l’ensemble À. Montrer que la condition nécessaire et 
suffisante de la continuité uniforme de la fonction f(x) sur l’ensemble À 
est que lim w(ô) = 0. 


Indication. Montrer préalablement que la fonction w(ô) est monotone 
croissante et donc la limite lim w(ô) existe. 
ô—0+0 


$S 7. Fonctions élémentaires 


1. Fonction puissance. La continuité et la stricte monotonie de la fonc- 
tion y = x s’établissent immédiatement. En vertu des propriétés des fonc- 
tions continues, la fonction puissance y = x”, n = 1, 2, 3, ..., est conti- 
nue pour —œ < X < + également. Considérons cette fonction pour 
x > 0. Elle y est strictement croissante et prend des valeurs comprises entre 
0 et +. Il doit donc exister la fonction inverse x = &(y) = y!" stricte- 
ment croissante et continue qu’on appelle racine n-ième de y. La continuité 
et la monotonie de la fonction puissance y = x° pour æ > 0 rationnel 
quelconque découle de la continuité et de la monotonie des fonctions 
y = x'ety = x!”, des propriétés des fonctions continues et de la relation 


xm/n = (x )l/7 = (xt/n)m, x > 0. 


Soit maintenant & un réel strictement positif quelconque, et soient &,,, œ, 
ses approximations à 7 décimales. Par définition de x°, on a pour x > 1 : 


X0m € XA € X Am. Comme 12» = 1m = ], la continuité des fonctions x°», 


xX%m entraîne lim x% = lim x» = ]. D'où, en vertu du théorème 
x—-1+0 x—1+0 
de comparaison pour la limite d’une fonction, lim x® = 1. On démon- 
x—1+0 
tre de façon analogue que lim x° = 1.1IIs’ensuit que la fonction x*® est 


x—-1-0 
continue au point x = 1 pour æ > 0. 
Prouvons maintenant la continuité de x°® en un point x, arbitraire pour 

x, > 0.Ona 

im x%= lim xi(x/xs} = x5 lim 14 = x (1 = x/x,). 

X—xX) X—xX0 1— 1 
La fonction x® est donc continue pour x > 0, æ > 0. Si æ < 0, la conti- 
nuité de x° s’ensuit de la relation x* = 1/x7°. 


Montrons la monotonie de la fonction puissance. Si x, > x, et a > 0, 
alors x3/x?% = (x,/x,} > 1, c'est-à-dire que la fonction x° est strictement 


5° 
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croissante pour æ > 0. De Ia relation x*% = 1/x-° on déduit que pour 
a < 01la fonction x*® est strictement décroissante. Le domaine des valeurs 
de la fonction x" est l’intervalle JO, œf[ si x > 0. 


2. Fonctions exponentielle et logarithmique. Soit une fonction y = a* 
pour a > 0. Si a > 1, cette fonction est strictement croissante, puisque 
pour x, > x, onaa*2/a* = g*27% > a0 = 1]. 

Par des raisonnements analogues on montre que pour a < 1 la fonc- 
tion y = a* est strictement décroissante. Le domaine de définition de la 
fonction a* est l’intervalle ]— œ, + œ[, son domaine des valeurs est l’inter- 
valle ]0, +œf. La fonction y = a* s’appelle fonction exponentielle. 
Démontrons sa continuité. Prouvons préalablement la relation 
lim a* = 1. Soit, pour fixer les idées, a > 1. Alors pour 


x—0 
—]/n < x < 1/nonal/a!/" = a-l/n < ax < al". Reste à se servir de 
la relation lim a!" = 1 et du théorème de comparaison pour les limites. 


n—@ 
Le cas de a < 1 se démontre par des raisonnements analogues. 
La continuité de la fonction y = a* est maintenant facile à démontrer : 
lim a* = Jim a*a*-*o = g* lim a! = a, 1 = x — x,. 
X—X0 X—X0 1—0 
En vertu du théorème stipulant l’existence, pour une fonction continue 
strictement monotone, d’une fonction inverse possédant les mêmes pro- 
priétés, la fonction y = a* admet une fonction inverse continue stricte- 
ment monotone qui s’appelle logarithmique (notation : x = log, y). Cette 
fonction est strictement croissante pour a > 1 et strictement décroissante 
pour a < 1. Le domaine de définition de la fonction logarithmique est 
l’intervalle ]0, + œ[, son domaine des valeurs, l’intervalle ]— ©, + œ[. Le 
nombre a s’appelle base de la fonction x = log, y. Si l’on prend pour base 
le nombree = lim (1 + 1/7)”, la fonction log, x se note In x ou log x et 


porte le nom de fonction logarithme népérien de x. 
Outre la fonction exponentielle, en Analyse sont largement utilisées les 
fonctions 
ch x = (e* + e-*})/2, sh x = (e* — e-*)/2, 


thx = sh x/ch x,  coth x = ch x/sh x, 


qui s’appellent respectivement cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, 
tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique. Donnons les propriétés 
de ces fonctions. La fonction ch x est paire, les fonctions sh x, th x, coth x, 
impaires (rappelons qu’une fonction f(x) vérifiant la relation 
f(—x) = f{x) est paire et la relation f(—x) = —/f(x) est impaire). Le 
domaine de définition de toutes les fonctions hyperboliques est l’intervalle 
]J—œ, +o[ (pour la fonction coth x le point x = 0 n’appartient pas au 
domaine de définition). 
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Citons les très importantes relations qui sont immédiates : 
sh (x, + x,) = sh x, ch x, + ch x, sh x,, 
ch (x, + x,) = chx, ch x, + sh x, sh x,. 
De ces relations découlent les formules analogues 


thx, +thx, 
1 +thx, th x, 


1 + coth X, coth X; 


th (x, + x.) = . 
L 2? coth x, + coth x, 


, COth(x, + x,) = 


Toutes les fonctions hyperboliques prennent des valeurs strictement 
positives pour x > 0. En outre, on tire de la relation 
1 = ch(x — x) = ch°x — sh° x que ch x > 1. Les domaines des valeurs 
des fonctions hyperboliques sont les suivants : ]— ©, + œ[ pour sh x ; [1, 
+ œ[ pour ch x ;]—1, +1[ pour th x ; ]J—@œ, —1[et ]1, + œ[ pour coth x. 

Les fonctions sh x, ch x, th x sont strictement croissantes pour x > Oet 
la fonction coth x est strictement décroissante pour x > 0. La monotonie 
des fonctions hyperboliques découle pour x > 0 des formules indiquées 
plus haut pour sh (x, + x,), ch (x, + x,), th (x, + x,), coth (x, + x.) 
et pour x < 0, de la parité ou de l’imparité des fonctions correspondantes. 


3. Fonctions trigonométriques. Les fonctions trigonométriques, ou cir- 
culaires, sont étudiées en mathématiques élémentaires. Indiquons les pro- 
priétés de ces fonctions. La fonction cos x est paire, les fonctions sin x, 
tg x, cotg x, impaires. Les fonctions sin x, cos x sont périodiques de 
période 27 = 6,28 .., c’est-à-dire vérifient la relation f(x + 2x) = f(x). 
Les fonctions tg x, cotg x sont périodiques de période x. Le domaine de 
définition de sin x, cos x est l’intervalle ]—@, + of, leur domaine des 
valeurs est [— 1, +1]. Le domaine de définition des fonctions tg x, cotg x 
se détermine à l’aide des relations tg x = sin x/Cos x, 
cotg x = cos x/sin x. Indiquons aussi les relations importantes suivantes : 


sin (X, + X,) = sin X, COS X;, + COS X, Sin X;, 

COS (x, + x,) = COS x, cos x, — sin X, Sin X,, 

sin? x + cos? x = 1, 1 — cos x = 2 sin° (x/2), 
1 + cos x = 2 cos* (x/2). 


Avant de démontrer la continuité des fonctions trigonométriques, 
prouvons l’inégalité sin x < x < tg x pour 0 < x < +r/2. Elle découle de 
l’inégalité S, < S, < S, (fig. 6), où S, est l’aire du triangle OMA, S,, celle 
du secteur OMA (de rayon unité), et S., celle du triangle OBA. Comme 
S, = sin x/2,8, = x/2etS, = tg x/2, on a sin x < x < tg x. 

Vu que les fonctions sin'x et tg x sont impaires, On a une inégalité plus 
générale : sin x! < Ixl < Itg xl pour lxl < 7/2. Signalons, en outre, 
qu’on a l’inégalité 1 — cos x = 2 sin? (x/2) < x2?/2 pour Ilxl < +. Des 
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B 


Fig. 6 


inégalités indiquées découlent les relations lim sin x = 0, lim cos x = 1 


x—0 x—0 
qu’on utilise pour démontrer la continuité de la fonction sin x : 
lim sin x = lim sin (x, + {) = lim (sin x, cos { + cos x, sin f) = 
X—x9 1-0 t—0 


= SiNxX, = X — X. 


On procède de même pour la fonction cos x. La continuité des fonctions 
tgx, cotgx découle des relations suivantes : tg x = sin x/cos x, 
cotg x = cos x/sin x. La fonction sin x est par définition strictement 
croissante pour x e [— x/2, x/2] et strictement décroissante pour x e [r/2, 
3x/2]. D’autres domaines de variation monotone de la fonction sin x 
s’obtiennent en utilisant sa périodicité. Les domaines de variation mono- 
tone de la fonction cos x se déduisent de la relation cos x = sin (7/2 — x). 
Dans les domaines de variation monotone stricte des fonctions sin x et 
cos x on peut définir les fonctions strictement monotones et continues 
inverses : y = arcsnx(—-1< x < +1, —7/2< y < #*/2) et y = 
= accosX(—1<x< +1,0 < y < +) (dans la notation des fonctions 
inverses, x et y sont remplacés par y et x respectivement). On définit de 
même les fonctions y = arc tg x (—oœ < x < +o, —x/2 < y < 7/2), 
ÿ = arc COtg x (—oo < x < +o,0 < y < +7). 

Indiquons les relations existant entre les fonctions trigonométriques 
inverses : 


arc sin X + arc cos x = #/2, arctg x + arc cotg x = 7/2. 


Si l’on considère d’autres intervalles de variation monotone des fonc- 
tions trigonométriques, on obtient d’autres branches des fonctions trigono- 
métriques inverses. On désigne par Arc sin x, Arc cos x, Arc tg x, 
Arc cotg x l’ensemble des fonctions, inverses respectivement des fonctions 
y = Sin x, } = COs x, y = tg x, y = cotg x. Retenons les relations : 


Arc sin x = (—1})" arc sin x + #77, Arc cos x = +arc COS X + 27n, 
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Arctg x = arctgx + #n, Arc COtg X = arc COtg X + 7n, 
n = 0, +1, +2, … 


Toutes les fonctions trigonométriques que nous venons de considérer 
s’appellent fonctions élémentaires primitives. Les fonctions qui s’en dédui- 
sent moyennant les opérations algébriques ou par composition sont dites 
élémentaires tout court. 

Voyons en conclusion quelques relations limites pour les fonctions élé- 
mentaires dont nous aurons besoin dans la suite. Il s’agit des limites remar- 
quables. 

1) Démontrons la relation lim (sin x/x) = I. 

ne 


La fonction sin x/x étant paire, il suffit de considérer la limite à droite. 
Compte tenu de l’inégalité sin x < x < tg x pour 0 < x < +/2, on a 
1 < x/sin x < 1/cos x pour 0 < x < 7/2, c’est-à-dire que cos x < 
< sin x/x < 1 pour 0 < x < 7/2. Onen tire, le théorème de comparaison 
pour les limites aidant, la relation cherchée : lim (sin Xx/x) = 1. 


X— + 


2) Démontrons la relation lim (1 + 1/x})* = e. Deux cas sont à consi- 


dérer. 
a) x — +o. Désignons par [x] la partie entière du nombre x. Comme 
[x] <x < [x] + 1,ona 


(1 + 1/(Cx] + DE < (1 + 1/x) < (1 + 1/1xpP1*! 
(nous avons utilisé le fait que les fonctions puissances et exponentielles sont 


monotones). 
Posant [x] = net se servant de la relation lim (1 + 1/n7)" = e prou- 


n — ©œ 
vée plus haut, on obtient la relation cherchée en vertu du théorème de com- 
paraison pour les limites et compte tenu du fait que 


lim (1 + 1/(n + 1))" = lim(l + 1/n)'t! =e. 


n—œ 


b) x — —o. Posons x = —(1 + r). Lorsque x — —o, { — +. 


D'où 
x —(1+7) 
lim (+1) - lim (1 - ) = 
X— -®œ x 1 + 1 +1 


. 1 1 1 +7 
= im "= lim (1+; = €. 
t-+œ(] + 1/77 4 +0) 1 + { & 


Ainsi, lim (1 + 1/x})}* = e. La forme plus pratique de cette relation est 
X—©œ 


lim (1 + x)!/* = e (x est remplacé par 1/x). 


x—0 
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La relation considérée a les conséquences suivantes. Cherchons les li- 


X — 
mites lim log (1 + x) et lim Pe) : 
x —0 X x—0 x 
1) lim log, (1 + x) = lim log, (1 + x)/x = 
x 0 X x—0 
= log, lim(l + x)!* = log e = LE 
x—0 In a 


(nous avons utilisé la continuité de la fonction logarithme) ; 


. a* — |] à t ] 
2) lim = [mn = 2 = na, 
x-0  X 1-0 log, (1 + t) lim log, (1 + ft) 
1—0 { 
t = a* — |]. 


Exercices. 1. Pour tout # > 0, démontrer l’existence d’une racine x(#) 
de l’équation £x = e-* et la continuité de la fonction x(K). 

Indication. Introduire la fonction inverse k = k(x). Utiliser le fait 
qu’elle est monotone et continue ainsi que les propriétés des fonctions 
inverses. 


Pres 1 +tgx \'nx 
2. Trouver la limite lim (IE ) | 
l + sin x 


x—0 
Indication. Se servir de la transformation 


( LEE tg x ) 7 h [(1 + tg x)!/t8 x]l/cos x 
1 + sin x (1 + sin x)!/sinx 


CHAPITRE 4 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


$ 1. La dérivée et la différentielle 


La notion de limite d’une fonction sert à définir celles de dérivée et de 
différentielle. Définissons ces notions d’abord pour une fonction d’une 
variable. 


Définition. On appelle dérivée d’une fonction f(x) en un point x, la 
limite du rapport) = Go) lorsque x — x, : 
> Xo 
im 0) . J(Xo) 
x-x0 X — X9 


= F'(Xo): 


Autres notations de la dérivée : f(x) — f(xo) = Af(xo), X — Xxo = AX, 
J'Co) = lim 00) no) = lim Co + AX) = JO) 6j p 
3x0 Ax 
limite, une limite RTE on est amené à la notion de dérivée à gauche 
ou à droite au point x,. Notations : 


._. AfCxo) _ +. 
ie Ax _ J L) Co), june 


on entend par 


À x 


La notion de différentielle se rattache à celle de dérivée. 


Définition. On dit qu’une fonction f(x) est différentiable en un point x, 
si son accroissement A/(x,) correspondant à l’accroissement Ax de la 
variable indépendante se laisse représenter sous la forme 


Af(xo) = AAx + o(Ax), Ax — 0, 
où À est une constante. La quantité 4 Ax s’appelle la différentielle de la 


fonction f(x) au point x, (notation : df(x,) = AAx, Ax = dx, i.e. 
df(xo) = À dx). 


Le théorème suivant exprime le lien existant entre les notions de dérivée 
et de différentielle. 


Théorème. Pour qu'une fonction f(x) admette une dérivée en un point 
x, il faut et il suffit qu'elle soit différentiable en ce point. 
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Ù Nécessité. Supposons que la différentielle f”(x,) existe. On a alors 


f' (Xo) _ Jim 2e), 


d’où 
Af(Xxo) 
Ax 
Af(xo) = f'(Xo)AX + o(Ax) (4x — 0), 


= f°(xs) + o(1)  (Ax — Ojou 


c’est-à-dire que la fonction f(x) est différentiable au point x,. 
Suffisance. Soit Af(xs) = AAx + o(Ax). Alors 


c'est-à-dire que f ‘(x,) existe et est égale à 4. M 

Une fonction qui admet une dérivée est dite différentiable, et le calcul 
de la dérivée, dérivation ou différentiation. 

Un lien existe entre les notions de dérivabilité d’une fonction et sa conti- 
nuité. 

Théorème. Une fonction f(x) différentiable en un point x, est continue 


en ce point. 
Ü Soit Af(xs) = À Ax + o(Ax) (Ax — 0). Alors 


lim (x) = f(Xo) + lim A/(xo) = f(Xo) + 
+ À lim Ax + lim o (4x) = f(xo)- M 


Remarques. 1. Puisque df(x) = f'(x)dx, on utilise souvent la nota- 
df(x) _ dy 
dx dx. 
2. On dit qu’une fonction f(x) admet en un point x, une dérivée infinie 
égale à +o ou —o si 


"À | 
lim 4/0) = +oœ ou lim 
4x-0 AY àax—0 


tion f'(x) = 


Af(Xo) = 
Ax 


Passons à la notion de dérivée (resp. de différentielle) d’une fonction de 

plusieurs variables. Soient x = (x,, x, …, x,,) ; Ax = (Ax,, Ax;, … 

., AXh) ; A,X = Ax si toutes les composantes du vecteur Ax vérifient la 

condition Ax; = 0 pour j # K (4,x est l’accroissement partiel de Ax cor- 

respondant à l'accroissement Ax, de la variable d'indice K); 

A,f(x) = f(x + A,x) — f(x). Si la limite lim Ste) existe, elle 
k 


àxg _ 


$1] LA DÉRIVÉE ET LA DIFFÉRENTIELLE 75 


s'appelle dérivée partielle par rapport à la variable x, de la fonction f(x) au 
point x. Notation : 
axx —0 AX, ÔX4 


= f,,X). 


La généralisation de la notion de dérivée partielle est celle de dérivée 
dans une direction w : 


SL 2 met JO) pus. 


A) t—-0+0 { 


Si w, = 0 pour j # K, w, = 1 et existe la dérivée partielle PA (x), alors 


7e = f, (x). A la notion de dérivée partielle se rattache celle de diffé- 


rentielle totale. 


Définition. Soit une fonction f(x), x = (x,, .…, x,,), définie dans un 
voisinage du point x. Si son accroissement Af(x) = f(x + Ax) — f(x) 
dans ce voisinage se laisse représenter sous la forme 


Af(x) = y A,AX, + o(lAxl), 
k=) 


où Ax = (Ax,, …, Ax,,), À, sont des constantes indépendantes de Ax, on 
dit que la fonction f(x) est différentiable au point x. 


La somme y A,AXx, porte le nom de différentielle totale de la fonction 
Km] 
f(x) et se note df(x). Les accroissements Ax, de la variable indépendante 
s'appellent différentielles et se notent dx,. Donc 


df(x) = ÿ À; dx. 
k=1 
On montre qu’une fonction f(x) différentiable en un point x est conti- 


nue en ce point. En effet, on a dans ce cas 
Jim f(x + Ax) = f(x) + Jim VCx + Ax) — f(x)] = 


= f(x) + ïim | S A4kAXy, + otlaxl)| = f(x), 
* "kel 


ce que nous voulions. 
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Indiquons le lien qui existe entre la notion de différentiabilité et celle de 
dérivée partielle. Soit la fonction f(x) différentiable au point x. Alors 
A,f(x) = A,Ax, + o(lAx,l). D'où l’on tire l’existence de la dérivée par- 


tielle 0 er r'égatité 09 = 4,. Ainsi donc 
0x, 0x4 
df(x) = 0) ax. 
OX, 


K=] 


On montre que l’existence de toutes les dérivées partielles en un point 
donné ne suffit pas pour la différentiabilité de la fonction en ce point. 


Exemple. Supposons que f(x) = 0 aux points où l’une au moins des 
variables x}, x,, ..…, x, est nulle et que f(x) = 1 ailleurs. Toutes les déri- 
vées partielles existent en x = 0, mais la fonction n’est pas deérivable en ce 
point, puisqu'elle n’y est même pas continue. 


On montrera dans la suite que la condition suffisante de dérivabilité 
d’une fonction f(x) en un point donné est la condition de continuité des 
dérivées partielles en ce point. 


$ 2. Propriétés des dérivées et des différentielles 
des fonctions d’une variable 


Indiquons les propriétés fondamentales de la dérivée des fonctions 
d’une variable. 


Théorème. Supposons que des fonctions u(x) et v(x) admettent des 
dérivées en un point x. Alors les fonctions c,u(x) + c;v(x)(c,,c;sont des 
u(x) 


u(x) 


constantes), u(x) v(x) et pour v(x) + 0 admettent elles aussi des 


dérivées en ce point et 

1° [cu(x) + cu(x)] = cu'(x) + cu (x); 

2° [u(x)u(x)]" = u'(x)u(x) + u(x)u (x) ; 

30 [uGQ) |” | CAE 3 PAR Ps u (x)u(x) &(x) # 0). 

v(x) v(x) 

C] L’assertion du théorème découle des propriétés de la limite d’une 
fonction et de la continuité des fonctions u (x) et u(x). On a 

1° [c;u(x) + ou(x)]" = 

_. [c;u(x + Ax) + cu(x + Ax)] —.[c,u(x) + c;u(x)] - 

ax—0 AXx 
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fe É u(x + Ax) — u(x) a Pa lS + AX) — v(x) | - 
àäx—0 Ax Ax 
= cu'(x) + cu (x); 
u(x + Ax)u(x + Ax) — u(x)u(x) - 


2° [u(x)u(x)]" = lim 
Aax—0 AXx 
= lim Sn re) HG) ee + Ax) + HE 22 20 FAX) ut) | = 
ax — 0 AXx Ax 


= u‘(x)u(x) + u(x)u'(x) ; 


30 Fe Il = l Er __ u(x) fs 


v(x) ax-0Ax | u(x + Ax) v(x) 
pe | v(x)u(x + Ax) — u(x)u(x + Ax) _ 
äx-0u(x)u(x + Ax) AXx 
1 ; u(x + AX)—u(x) u(x + Ax) — (x) ; 
52) a [e60 Ax D Ax | 
_ v(x)u (x) — u(x)u (x) m 
= —_—— ; ——————— . 
u“(x) 


Le théorème suivant sur la dérivée d’une fonction composée est d’une 
grande importance pratique. 


Théorème. Soit une fonction composée fls(x)] ; supposons que la 
fonction #(x) admet une dérivée en un point x, et la fonction f(t) admet 
une dérivée en un point t, = #(xo). Alors la fonction y = fle(x)] admet 
une dérivée au point x, égale à f {to} (Xo). 

[ Les fonctions #(x) et f(t) étant différentiables respectivement aux 
points Xh et lo = #(xo), on a | 

Ap(xo) = # (xo)Ax + o(Ax) (4x — 0), 
Af(t9) = f'U)At + o(at) (ar — 0). 
Posons { = (x), fo = #(xo). Pour Ax — 0 on a alors Ar — 0, où 
At =t-—t,. Ensuite 
fleGx)] — fle(xo)] = Af(to) = f'(tolle (xo)Ax + o(Ax)] + 
+ 0[p'(x0)AX + o(4x)] = f'(to}e (xo)AX + o(4x) (4x — 0). 


Il découle de cette relation que la fonction f[s(x)] est différentiable au 
point x, et 


110103) PErS = F'(toX (Xo), OÙ fo = £(Xo). EE 


Corollaire. Soit une fonction x = (y) inverse d'une fonction 
y = f(x) et supposons que les fonctions f(x) et #(y) admettent des déri- 
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vées respectivement aux points Xo ef Yo = f(Xo)- Etablissons une relation 
entre les dérivées f'(x,) et # 0). On a x = e[f(x)], d'où 
1 = 6 Oo)f (x), et & Oo) = 1//"(xo). 


On peut prouver une assertion plus forte. 


Théorème. Supposons qu'une fonction y = f(x) est continue, stricte- 
ment monotone sur l'intervalle ]a, b[ et admet une dérivée f'(x,) # 0 au 
point x,€ Ja, bf. La fonction inverse x = (y) admet alors au point 
Yo = /(Xo) une dérivée égale à 1/f"(xo). 

CO Il s’ensuit de la continuité des fonctions directe et inverse que 
Ay = Af(xs) — 0 pour Ax — 0 et inversement. Comme Aw(y,) = Ax, 
on a 


ApOo) . 4x L 1 1 
Ay Ay  Ay/Ax Af(xo)/Ax' 
donc l’existence de la limite im 2700) = f'(xo) pour f'(xo) # 0 


entraîne celle de la limite Jim ——— ainsi que l’égalité $' = (yo) = 
} nd 
= 1/f'(xo). 


Nous nous sommes familiarisés avec quelques règles de calcul des déri- 
vées. Indiquons les formules correspondantes pour les différentielles. Soit 
u = u(x}),u = v(x) ; alors 


d(u + uv) = du + du, d(uv) = u du + v du, 


LE Dour me v # 0. 


v? ’ 


D’après le théorème sur la dérivée d’une fonction composée on a 
dffe(x)] = le(x)]]" dx = f(x (x) dx = f'(t) dr, 


où t = w(x). La relation obtenue montre que la différentielle et la dérivée 
d’une fonction composée y = f(t)l,_,,,, sont liées à la différentielle de la 
variable dépendante ft = w(x) de la même façon que dans le cas où f est une 
variable indépendante. Cette propriété s’appelle invariance de la forme 
d'écriture de la différentielle. 


Remarque. Il est commode d'utiliser l’invariance de la forme d’écriture 
de la différentielle lorsqu'il s’agit de calculer la dérivée d’une fonction don- 


; . | , dy 
née paramétriquement. Etant donné que y, = ee on a pour x = w(t), 
x 


y = ÿ(t) (test un paramètre) : 


dx = w'(t)dr, dy = %'(t)dr, y! = —7 = 
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En conclusion, donnons une interprétation geométrique de la dérivée. 
Considérons le graphique d’une fonction y = f(x) (fig. 7). Menons par les 
points (xs, Yo) Do = SOro)) et (x,, #1) À, = f(x,)) une droite, c’est la 
sécante passant par ces points. Les points de la sécante de coordonnées (x, 
y) vérifient l’égalité 


Y Yo _ Yi — Yo 


= tg @;, 
X — Xo X1, — Xo 


où a, est l’angle que font entre eux la sécante et l’axe Ox. Récrivons cette 
égalité sous la forme 


Y = Yo + 2170 (x — xo). 
1 — Xo 
On appelle tangente à la courbe y = f(x) au point x, la droite vers laquelle 
tend la sécante lorsque x, — x,. On peut montrer qu’une fonction f(x) dif- 
férentiable en un point x, admet une tangente en ce point. En effet, on a 


dans ce cas 


= im) — f(Xo) 
X1—Xx0 X} SE Xo X1 —X0 X; rs Xo 


_ F'(Xo); 


de sorte que l’équation de la tangente à la courbe y = f(x) au point x, est 
de la forme y = f(xo) + f'(xo)x — xo). Dans ce cas 


tg œ = Y 7 Yo = f"(Xxo), 
X — Xo 


où à est l’angle entre la tangente et l’axe Ox. 


& 3. Dérivées des fonctions élémentaires 


Nous avons vu les règles de calcul des dérivées des fonctions d’une 
variable. Ces mêmes règles permettent de calculer les dérivées de toutes les 
fonctions élémentaires si sont connues les dérivées des fonctions élémentai- 
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res les plus simples. Etablissons les formules suivantes : 
1.(a*) = a*Ina,(e*) = e*. 
2. (nx)’ = 1/x. 3. (x) = ax! (x > 0). 
4.(x") = nx'"=l(n = 0, +1, +2, ..,xEe]—-o, +oœl). 


S.(sinx)’ = cosx, (cosx)’ = —sinx, (tgx)’ = 1/cos?x, (cotgx)’ = 
= — ]/sin? x. 
6. (arc sinx)’ = —(arccosx)’ = 1/V1 — x2, (arctgx) = 


= —(arc cotgx)” = 1/(1 + x). 
7. (shx)’ = chx, (chx}) = shx, (thx) = 1/ch?x, (coth x)’ 


= —]/sh? x. 
C] On a : 
x+Ax x x _ 
1.(a*) = D = a* lim n = a* Ina. 
äx—0 Ax âx-0 Ax 
2. (In x) = ie = . 
( Le € Lans X 
3. (x*)° = [(e”) (x) eu mx = ea (1/x) = ax” !, 
4. (x°) (1) = 0. 


Soit ñ = 1,2, ..…, alors 


Ge + ax)" — x" px" ax + O(AX) _ nr 


(x°) li = lim 
Ax—0 AXx äax—-0 Ax 
Sin = —1, —2, .., alors 
(x) = (/x 7") = nx 7" l/x 2 = nx7 1, 
S.(sinx) = lim sin (x + Ax) — Sin x = 
äx—0 AXx 
. Sin x(cos Ax — 1) k sin Ax 
= im + lim cos x = COS X, 
âax—0 AXx ax—0 AXx 
2 e. 
puisque |cos Ax — 11 < ax] pour lAxI < +, Jim EX = |]. Ensuite, 
x- x 


(cos x) = [sin (x/2 — x)] = —cos (xr/2 — x) = —sin x. 
Pour le calcul des dérivées (tg x)’ et (cotg x)’ on se sert des relations 
suivantes : | 


tgx = sinx/cosx, cotgx = cosx/sinx, sin?x + cos? x = 1. 
6. Les dérivées des fonctions trigonométriques inverses se cherchent à 


l’aide des expressions pour les dérivées des fonctions trigonométriques cor- 
respondantes en utilisant la règle de dérivation des fonctions inverses. Soit, 
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par exemple, y = arc sin x. Alors x = sin y et 


Se 


(siny)' cosy V1 sin?y V1 — x? 


On a essentiellement utilisé le fait que cos y > 0 pour —7/2 < y < x/2. 

7. Pour trouver les dérivées des fonctions hyperboliques il faut expri- 
mer ces dernières au moyen des fonctions exponentielles e* et e-*. Par 
exemple 


(sh x)" = [(e* — e-*)/2]" = [(e*)° — (e-*) 1/2 = (e* + e-*)/2 = chx; 
(chx) =[(e* + e-*}/2] = [(e*)° + (e-*)’]/2 = (e* — e-*})/2 = sh x. 


Remarque. Si l’on a à calculer la dérivée d’une fonction qui se laisse 
représenter sous forme d’un produit de puissances de fonctions élémentai- 
res, il est commode d’utiliser la dérivée logarithmique, c’est-à-dire la déri- 
vée du logarithme népérien de la fonction en question. En effet, si 
Sx) = GIZ Cx)}e2 ... D, (x )}r, æ,, æ,, .…, æ, sont des constantes, 
on a 


In f(x) = D a, In f,(x). 
K=] 


Comme [In f(x)]' = Le nf.) = fi(x)//,x), on af'(x}/f(x) = 


n 
a, 7x x) 
k . 
| J k(X) 
On aura recours à des dérivées logarithmiques dans le cas aussi où la 


fonction représente une composée d’une fonction puissance et d’une fonc- 
tion exponentielle de fonctions élémentaires. 


Exemple. Calculer la dérivée de la fonction y = (x)*°. 
Nous avons In y = x2In x. D’où 


py'/y = 2xInx + x?/x = (2Inx + 1)x, 


et doncy” = (21Inx + 1)(x)"**!. 


$ 4. Dérivées et différentielles d’ordres supérieurs 
des fonctions d’une variable 


La dérivée d’une fonction d’une variable y = f(x) est une certaine 
fonction de la variable x. On peut essayer de calculer sa dérivée. La fonc- 
tion obtenue (si elle existe) s’appelle dérivée seconde, ou dérivée d'ordre 


6—6441 
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deux de la fonction f(x). En procédant par récurrence on obtient des déri- 
vées d’ordres supérieurs. Notation : 


SG) = UN GN". 


Pour certaines fonctions élémentaires on peut déduire des formules 
générales pour les dérivées d’ordre nr. Ainsi, par exemple, on trouve par 
récurrence 


(x) = œa — 1)... (œ — n + 1)x277, 
(a*)® = a*{na)}”, (*)" = ex, 
(sin xX7) = sin (x + rn/2), (cos x)() = cos (x + rn/2). 


Voici une interprétation physique simple de la dérivée. Si y = f(x) est 
le chemin parcouru par un point matériel pendant le temps x, la quantité 
(x) — f(xo)l/(x — x) est évidemment la vitesse moyenne du point pen- 
dant le temps de x, à x. La limite de cette vitesse lorsque x — x,, c’est-à-dire 
J'(Xo), est la vitesse instantanée du point à l’instant x,. Par un raisonne- 
ment analogue on s’assure que la dérivée f ”’(x,) est l’accélération instanta- 
née du point à l'instant x,. 

Par définition des dérivées d’ordres supérieurs on a les formules suivan- 
tes : [c f(x) + cf(x 0 = cf (x) + cfS (x), c,, c, sont des cons- 
tantes ; 


Eux) = Y Cou (x) 0 (x), 
k=0 


(C* sont des coefficients binomiaux, u°{x) = u(x)). Seule la dernière 
formule, dite formule de Leibniz, nécessite une explication. Elle se démon- 
tre par récurrence. Pour nr = 1, la formule a déjà été établie plus haut. 
Supposons que la formule est vraie pour un #7 donné et montrons qu’elle le 
reste pour 7 + 1. Soit donc 


[u(x)u(x)]") = » Chu t(x)ut- (x). 
kK=0 
Alors 


LG )o GT = CéluG)ur 0x) = 
k=0 
= L Chu + D(x)utt-0) (x) + ) Chuk(x)utr+1-# (x). 
0 k=O 
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Remplaçons dans la première somme # par # — 1. Il vient 


n n+1 

} Cu + D(x)ut-0 (x) _ ) Ci lux) +10 (x). 
k=O km] 

D'où 

[u(x)u(x +0 = ut D(x)u(x) + u(x)u+ (x) + 


+Y ICT! + Cou (x)utrt 0x) = 
K=] 


n+i 


= Y Cru (x)utr+ 170 (x), 
k=0 


puisque C9,, = C'}! = let Cl! + C* = C£, , pour 1 < k < n. La 
formule de Leibniz est établie. 

Nous avons donc éclairci la notion de dérivées d’ordres supérieurs. 
Introduisons celle de différentielles d'ordres supérieurs. La différentielle 
dy = d/(x) = f'(x)dx est pour dx fixe une fonction de la variable x. La 
différentielle de cette fonction s’appelle différentielle seconde et se note 
d'y = d?f(x). Siy = f(x),ona 

dy = f'(x) dx, d*y = d (dy) = d{f'(x)dx] = 
= dWf"(x)]dx = f'(x)(dx)°. 
On definit par récurrence les différentielles d’ordres supérieurs : 
d”y = d[d”-'y] = f(x)(dx)". 
d'y 
dx". 
La forme de notation des différentielles d’ordres supérieurs n’est pas 


invariante, seules les différentielles premières présentent cette propriété. 
Par exemple, d’f[v(x)] # (x) [de(x)}". 


Au lieu de f‘"?(x) on peut donc écrire 


8 5. Croissance et décroissance en un point 
d’une fonction d’une variable. 
Extrémum local 


Appliquons la notion de dérivée à l’étude du comportement d’une fonc- 
tion. Considérons les valeurs d’une fonction d’une variable y = f(x) dans 
un ô-voisinage d’un point fixe x. Notons comme auparavant 


Ay = f(x + Ax) — f(x). 
Définition. On dit que la fonction y = f(x): 


6* 
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1) est strictement croissante (resp. strictement décroissante ) au point x 
si on peut exhiber un ô > 0 tel que Ay/Ax > 0 (resp. Ay/Ax < 0) pour 
0 < lAxi < 6, c’est-à-dire que les quantités A y et Ax sont de même signe 
(resp. de signes contraires) ; 

2) atteint un maximum (resp. un minimum ) local au point x si l’on peut 
exhiber un à > O0 tel que Ay < 0 (resp. Ay > 0) pour lAxl < à. 


Un maximum local aussi bien qu’un minimum local s’appellent extré- 
mum local. Notons qu’une fonction ne peut à la fois admettre un extré- 
mum local en un point et y croître ou bien décroître. 

Indiquons des critères simples de croissance ou de décroissance d’une 
fonction et ceux d’un extrémum local. 


Théorème. Si une fonction f(x) admet en un point x une dérivée posi- 
tive (resp. négative), elle croît (resp. décroît ) en ce point. 
CG Soit f'(x) > 0. On a alors 


. AY _ 

lim = f(x) > 0, 
donc la quantité Ay/Ax est de même signe que la fonction f(x) dans un 
certain Ô-voisinage du point x. Dans ce voisinage Ay/Ax > 0, c’est-à-dire 
que la fonction y = f(x) croît au point x. Mêmes raisonnements dans le 
cas f'(x) < 0. 


Du théorème précédent découle le theorème de Fermat : si une fonction 
f(x) atteint en un point x un extrémum local et admet en ce point une déri- 
vée f(x), alors f'(x) = 0. 


En effet, si f(x) # 0, la fonction f(x) croît ou décroît au point x et 
pour cette raison ne peut pas y admettre un extrémum. 

Nous avons donc établi que la condition nécessaire d’existence d’un 
extrémum au point x est l’égalité à zéro de la dérivée f(x) (à condition, 
bien sûr, que celle-ci existe). Les conditions suffisantes d’existence d’un 
extrémum se déduisent à l’aide des théorèmes de la moyenne de la fonction. 


Théorème de Rolle. Soit une fonction y = f(x) continue sur un inter- 
valle (a, b], admettant une dérivée sur l'intervalle ja, b{ et telle que 
f(a) = f{(b). Il existe alors sur l'intervalle ]a, b{ au moins un point c tel 
que f'(c) = 0. 

C] Etant continue sur l’intervalle [a, b], la fonction y = f(x) atteint 
ses valeurs maximale et minimale en certains points c,, c,€ [a, b]. Si les 
points C,, C, sont situés aux extrémités de l’intervalle, par exemple c, = a, 
c, = b, alors les valeurs maximale et minimale de la fonction f(x) se con- 
fondent sur l’intervalle [a, b] en vertu de l’égalité f(a) = f(b). Dans ce 
cason a f(x) = f(a) et donc f'(x) = 0 pour x €e ]a, bf. 
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Supposons maintenant que l’un au moins des points c,, c, ne se confond 
pas avec les extrémités de l’iritervalle Ja, b[. Supposons, pour fixer les idées, 
quec, Æaetc, # b. La fonction f(x) admet alors au point c, un extré- 
mum local et donc, en vertu du théorème de Fermat, f'(c;,) = 0. 5 


Théorème de Cauchy de la moyenne. Soient #(x) et Y(x) des fonctions 
continues sur un invervalle {a, b] et admettant sur l'intervalle ]a, bi des 
dérivées non simultanément nulles, avec par ailleurs #(b) + (a). Il existe 
alors sur l’invervalle ]a, b{ au moins un point c vérifiant l'égalité 


ÿ(b) — ÿ(a) __ÿ (c) 


p(b) — p(a) pe (c) 


(] Considérons une combinaison linéaire des fonctions #(x) et (x) : 
f(x) = Aw(x) + By(x), en choisissant les constantes À et B (non simulta- 
nément nulles) de façon à satisfaire les conditions du théorème de Rolle 
pour la fonction f(x) : f(a) = f(b), c’est-à-dire que A[s(b) — w(a)] + 
+ B[ÿ(b) — ÿ(a)] = 0. On peut, en particulier, poser B = —1, À = 
= [ÿ(b) — ÿ(a)]/[6(b) — w(a)]. Il existe alors sur l’intervalle ]a, b[ un 
point c tel que f'(c) = 0, c’est-à-dire que Ag'(c) + Bÿ'(c) = 0. Substi- 
tuant dans cette dernière relation les valeurs choisies pour À et B, on trouve 


ÿ(b) — ÿ(a) 
e(b) — w(a) 
d’où l'on tire que w’(c) # 0, puisque dans le cas contraire on aurait 


æg (c) = Oet Y'(c) = 0, ce qui est impossible par l'hypothèse du théo- 
rèéme. En récrivant la relation ci-dessus sous la forme 


#(b) — Ya) _ Y'(c) 


p(b) — p(a) pe‘ (c). 


on trouve l’assertion du théorème. 


ge (c) = Y'(c), 


Corollaire. Posant (x) = x dans le théorème de Cauchy, on obtient la 
formule de Lagrange pour les accroissements finis : $(b) — (a) = 
= w'(c)(b — a),ouce ]a, bf. 


Dans tous les théorèmes que nous venons de considérer, 1l est commode 
de représenter le point c € Ja, b[ sous la forme c = a + 60(b — a), où 
0O<0< I. 

Voici quelques théorèmes qui découlent de la formule de Lagrange. 


Théorème. Une fonction f(x) continue sur un intervalle [a, b] et 
admettant sur l'intervalle ]a, b{ une dérivée positive (resp. strictement 
positive) est croissante (resp. strictement croissante) sur l'intervalle {a, b]. 

O3 Soit a < x, < x; < b. La formule de Lagrange pour les accroisse- 
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ments finis donne 
SX) — f(x) = (x - x (c)> 0, x, <c< x;, 


donc f(x;) > f(x,). Sif'(x) > 0 sur l’intervalle ]a, bf, on a f'(c) > 0 
et, par conséquent, f(x,) > f(x,). 


En remplaçant dans le théorème précédent f(x) par —f(x), on énonce 
un théorème analogue : une fonction f(x) continue sur un intervalle {a, b] 
et admettant sur l'intervalle ]a, b{ une dérivée négative (resp. strictement 
négative), est décroissante (resp. strictement décroissante ) sur l'intervalle 
{a, b]. 


Ces deux théorèmes sont vrais non seulement pour un intervalle [a, b], 
mais aussi pour un intervalle ]a, b[ (vérifier à titre d’exercice). 


Théorème. Si sur un intervalle ]a, b{ la dérivée f(x) = 0, la fonction 
f(x) est continue sur cet intervalle. 

CJ Soit a < x, < x; < b. La formule de Lagrange nous donne 
SX) — SX) = (x: — x,)f' (ce) = 0 (x, < © < x), c’est-à-dire que la 
fonction f(x) vérifie l'égalité f(x,) = f(x,) quels que soient x,, x, € 
e ]a, b[. 

La formule de Lagrange permet aussi de formuler les conditions suffi- 
santes d’un extrémum local. 


Théorème. Soit f(x) une fonction continue dans un certain voisinage 
d'un point x, et admettant dans ce voisinage une dérivée telle que 
J'(x) > 0 (resp. f(x) < 0) pour x > x, f'(x) < 0 (resp. f'(x) > 0) 
pour x < X,. La fonction f(x) admet alors au point x, un minimum (resp. 
un maximum ) local. 

[] En vertu de la formule de Lagrange, on a dans le voisinage considéré 
du point x, : | 


SX) — fxo) = S'(c)x — x), ce }x, xol, 


d’où, vu les hypothèses du théorème, on a aussi bien pour x > x, que pour 
X < X9: f'(CHx — xo) > 0 (resp. f'(c)(x — xs) < 0), c’est-à-dire que 
f(x) 2 f(xo) (resp. f(x) < f(xo)). Ce qui signifie que la fonction f(x) 
admet au point x, un minimum (resp. un maximum) local. 

On peut relâcher les restrictions du théorème si l’on admet l'existence 
de la dérivée seconde. 


Théorème. Supposons qu'une fonction f(x) admet la dérivée f(x) au 
voisinage d’un point x, et la dérivée seconde f(x) au point x,. Si 
J'(Xo) = 0, f"(Xo) > 0 (resp. f (xs) < 0), alors le point x, est un point 
de minimum (resp. de maximum) local de la fonction f(x). 
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Cj La continuité de la fonction f(x) dans le voisinage considéré du 
point x, découle de l’existence dans ce voisinage de la dérivée f "(x). 

Montrons que toutes les conditions du théorème précédent sont rem- 
plies. Comme f"(x,) > 0 (resp. f "(x,) < 0), la fonction f (x) croît 
(resp. décroît) au point x,. En outre, f'(x,) = 0, donc dans un certain voi- 
sinage du point x, on a f'(x) > O (resp. f(x) < 0) pour x > x, et 
f(x) < O(resp.f'(x) > 0) pour x < x,. Il s’ensuit donc du théorème pré- 
cédent que pour x = x, la fonction f(x) admet un minimum (resp. un 
maximum) local. 


Signalons en conclusion quelques propriétés de la dérivée qu’on déduit 
de la formule de Lagrange des accroissements finis et du théorème de Fer- 
mat. 


Théorème. Supposons qu'une fonction f(x) admet en un point donne 
une limite de la dérivée à gauche f'(x) = lim S "(£) (ou une limite de la 


dérivée à droite f' (x) = lim J "(£)) er, en outre, la dérivée f(x) existe en 
E—x+ 


ce point. Alors f(x) = f'(x) (resp. f(x) = f'(x)). 


C] Supposons que la valeur f(x) existe. Alors, pour0O < x —-1<e#et 
un € > 0 suffisamment petit, on a d’après la formule de Lagrange des 
accroissements finis f(x) — f(1) = f'(E)x — 1), où 1 < E < x. D’où 

10-30 = f'(E). Soit { — x, 1 < x. On a alors lim ee = 
— lt X — 
J'(x). D'autre part, pour /—x on aura £ —x — 0, d’où 
lim f'(x) = f_(x)et donc f(x) = f(x). De façon analogue, on montre 
x 


que f(x) = f'(x) si f(x) existe. EE 


Il découle de ce théorème que la dérivée f(x) ne peut admettre ni de 
points de discontinuité de première espèce, ni de discontinuités non essen- 
tielles. 

Montrons maintenant que si une fonction f(x) admet une dérivée f(x) 
sur un intervalle fermé [a, b], alors sur l’intervalle ouvert ]}a, b{ il existe 
toujours un point en lequel la dérivée prend la valeur donnée À comprise 
entre les valeurs f'(a) et f’(b). La fonction f''(x) n’est pas supposée être 
continue sur l’intervalle [a, D]. 


Théorème. Supposons qu'une fonction f(x) admet une dérivée f'(x) 
sur un intervalle fermé Ia, b] et fa) <X <f'(b) (ou 
J'(a) > X > f'(b)). Il existe alors sur l'intervalle ]a, b{ un point £ tel que 
J'(E) = À. 


[] Considérons la fonction g(x) = f(x) — Àx et supposons que 
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f'{a) < X < f’(b). Alors 
g'(a)=f'(a)—-X<0, g'(b)=/f{(b)-X>0 


et la fonction g(x) ne peut prendre sa valeur minimale sur l'intervalle 
[a, b] qu’en un point £ € ]a, b[. D’après le théorème de Fermat, g'(£) = 
= 0, c’est-à-dire que f'(£) = N, ce que nous voulions. Le cas où f'(a) > 
> À > f'’(b)se traite de façon analogue. El 


Exemple. Cherchons les points d’extrémum local de la fonction f(x) = 
= x°e Ex, œ > 0,8 > 0,x > 0. Commef'(x) = x°-le-É*(œ — Bx), alors 
J'(x) = 0 pour x = æ/B ; f(x) > 0 pour x < «/B ; f'(x) < 0 pour 
x > «/B. Par conséquent, le point x = «/B est un point de maximum de la 
fonction f(x) = x*e-#*. | 


$ 6. Conditions de dérivabilité d’une fonction 
de plusieurs variables. 
Dérivation d’une fonction composée 


La formule de Lagrange des accroissements finis pour une fonction 
d’une variable permet de formuler les conditions suffisantes de dérivabilité 
de la fonction f(x) de plusieurs variables. 


9f(x) 
OX, 
voisinage d’un point x et sont continues en ce point même, alors la fonction 
f(x) est dérivable en x. 
[J Ecrivons l’accroissement de la fonction f(x) sous la forme d’une 


somme d’accroissements exprimant chacun la variation d’une seule varia- 
ble : 


Théorème. Si les dérivées partielles sont définies dans un certain 


Af(x) = f(x, + Ax;,,x: + Ax;, .….,x,, + AXx,) — 
Jim: 22): 
Introduisons les notations : 
f(x) = f(x; ra AK Xe, AXES XL, Xe Xe) 

1x) = f(x, x) fn+1X) = SX, + AX, .…., Xn + AXh). 

On a alors 
Af(x) = fn+1(X) — f(x) — 

= ns) — fn + Vox) — fn) +... + 0x) — J,(x)] = 


= D Des) — fx)]. 
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Nous pouvons appliquer à chaque terme de la somme la formule des 
accroissements finis, puisqu’en passant de /,(x) à f,, (x) seule change la 
valeur de la variable x,. On a 
J+1Cx) — f(x) = 
= f(x, + AXx,,..., xs, + AXe_p Xe + AXE, Xp po ces Xm) — 
f(x, + AX,,..., Xp + AXe Xp cs Xn) = 
_ f(x, + AX,, ..., Xg_i + AXg 1 Êgs Xp ++ Xm) 


AX,, 
OX, ÿ 


où$,Ee(x,,x, + Ax,). D'une façon analogue, on a pour &# = 1etk = m 
Of(K,, X2, .…., Xh) 


Sax) — f(x) = à AX;,, 
X; 
1.0) = fox) = f(x, + Ax;,, Eu SE + AX,,_1:, À) ax. 


à lue Ne : af(x 
Au voisinage du point considéré x les dérivées partielles ——— sont 


continues, donc pour lAxi — Oona 
Af(X, + AX,,..., Xp] + AXg- 15 kr XkyirsXm) _ f(x) 
ÔX4 0x, 


af(x) 
OX4 


+ o(1). 


Ax, + o(lAxl)et 


Ainsi donc, f,,,(x) — f,(x) = 


Af(x) = L fx Ax, + o(lAxl). 
4 OX4 
Des théorèmes que nous venons de considérer il découle que pour 
qu’une fonction f(x) soit dérivable en un point x il faut qu’elle admette en 
ce point des dérivées partielles, et il suffit que les dérivées partielles existent 
dans un certain voisinage de ce point et soient continues au point x. 
L'expression de la différentielle de la fonction f(x) 


m 


df(x) = La 
Xk 


K=] 


AX, 


Af(x)  9f(x) 


est le produit scalaire des vecteurs Vf(x) = ( ; , 
OX, 0X 


é ee ) et Ax = (Ax;,, …, AXx,,), c'est-à-dire que d/(x) = V f(x)Ax. 
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Le vecteur V f(x) porte le nom de gradient de la fonction f(x) et se note 
parfois grad f(x) (V se lit « nabla »). 
La notion de gradient facilite une notation condensée de la dérivée sui- 


vant une direction w = (w,, w>, .…., w,), Où lwl = 1.Ona 
D ee tw, + O(Ifwl) 
EE = k 
L ZA = im JC + tw) — f(x) = |im sh = 
A) 1—-0+0 { 1-0+0 { 
= Of(x) 
= D he lu Vf(x)w 


La dérivée suivant une direction jouit de la propriété suivante : a < 
@ 


< IV/f(x)l. Pour prouver ce fait, servons-nous de l’inégalité de Cauchy- 
Bouniakowsky pour le produit scalaire de vecteurs 


IV f(xhwl < IVf(x)l- lol = IVf(x). 


On a par ailleurs df/dw = IVf(x)l siw = Vf(x}/IV/f(x)!. On voit donc 
que le module de la dérivée suivant une direction w n’est pas supérieur au 
module du gradient de la fonction, la dérivée suivant la direction w admet- 
tant sa plus grande valeur (positive) dans le cas où le vecteur w est dirigé 
suivant le gradient de la fonction f(x) (c’est-à-dire que la fonction f(x) 
croît le plus vite dans la direction de son gradient). 

Passons à la question de la dérivabilité des fonctions composées de plu- 
sieurs variables. Soit f(w(x)) = SCO, EE: où x = (x,, .…, Xx,,), { = 
= (4,4), 6x) = (ee, (x), 8, (x), …., w,(x)). 


Théorème. Soient deux fonctions &,(x),k = 1,…., {, et f(t) dérivables 
aux points x = aett = b = (a) respectivement, a = (a,, a,, .…, a,,), 
b = (b,,b,, …, b,). Alors la fonction composée F(x) = f{(#(x)) est déri- 
vable au point x = a. 

CJ Les fonctions w,(x) et f(t) étant dérivables aux points x = a et 
t = b respectivement, on a 


L172 
dx 


P X=<0 


Ax, + o(lAxl), lAxl — 0, 


Aw,(a) = w,(x) — v,(a) = x 


pal 


! 
Af(b) = ft) — S(b) = Z 
K=] lk 


At, + o(lArl), lAtl — 0, 


tb 
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Ax=x—-aAt=1—-b,Ax, =x,-a,, At, =t, — b,. 


Posant {, = #,{x) pour la fonction composée F(x) = f(#(x)), on 
trouve 


AF(a) = F(x) — Fa) = f{e(x)) — f(e(a)) = 


/ 


LA ose Ax, + o(lAxi), lAx!l — 0. 
k=| p=I 


Nous avons essentiellement utilisé le fait que Af, = Aw,(a) = 
= O(lAxl), lAxl — 0 pour t, = w,(x). Remarquons que dans l’accrois- 
sement de la fonction composée f(#(x)), nous avons mis en évidence la 
partie linéaire en accroissements AXx,, et le résidu estimé comme o(lAxl). 
Ceci montre précisément que la fonction composée f(#(x)) est dérivable au 
point x = a. 


Au cours de la démonstration du théorème pour la fonction composée 
f{(&(x)) nous avons obtenu la relation suivante : 


[I m 
_ aft) 81, 
df(@(x)) = L L'an Ts 
2 


et donc 


! 


Of(t) ,: 
dx, = dé, | 
tp = P£kUx) “p : O4 < lk = #0) 


k=! 


! 


dECD = dm = Ÿ dl nter 


K=1 


Nous voyons que la forme d’écriture de la différentielle d/(t) est inva- 
riante, les variables f, pouvant être aussi bien indépendantes que des fonc- 
tions des variables (x,, x,, ..., x,,). En outre, on tire de l’expression de la 
différentielle de la fonction composée la règle pratique suivante de calcul 
de ses dérivées partielles : 


l 
afex) _ ) aft) è1, 


Ôx, dt, OX, 


tp =wg(x) 
kml K'Ÿk 


On a, en particulier, pour m = 1 


! 
dfé(x) _ > af{) dt, 
dx dt, dx 


{Le x 
rer k = vx) 
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Cette dernière expression permet de généraliser la formule de Lagrange des 
accroissements finis au cas d’une fonction de plusieurs variables. Soient x 
et X deux points choisis dans le domaine de définition de la fonction f(x). 

Supposons que tous les points de la forme x(t) = x + 1(% — x), 
0 < t < 1, appartiennent au domaine de définition de f(x). Considérons 
une fonction d’une variable : #(t) = f(x(t)). Nous avons #(0) = f(x), 
(1) = f(X). Si la fonction f(x) est dérivable en tous les points de la forme 
x = Xx(t), alors la fonction «(f) est dérivable dans l’intervalle ]0, 1[ et 


EE C Of(x) 
e (1) = D 3x, 


K=! 


X=x(t) 


La formule de Lagrange des accroissements finis nous donne (1) — 
— w@(0) = &#’(1),0 < 1 < 1. Ainsi donc 


SG) - JG) = }) 2/0) 


AXx,, O<1< I. 
OX, : 


res x=x(t) 

Nous avons supposé que les points de la forme x = x(f) appartiennent 
au domaine de définition de la fonction f(x). On dit qu’un ensemble À est 
convexe si l’appartenance à À de deux points quelconques x, ? entraîne 
l’appartenance à cet ensemble de tous les points de la forme 
x(t) = x + 1(Z — x), où 0 < t < 1. Un exemple d’un ensemble convexe 
ouvert est fourni par un €-voisinage du point a. En effet, supposons que 
l’ensemble À est composé des points x tels que 1x — al < €, et soient x, x 
des points de cet ensemble. Posons x({) = x + 1(% — x), O<1< 1. 
Dans ce cas x(f) — a = (1 — t)(x — a) + 1(% — a), d’où 


Ix(t)—-al<(t-t)lx- al +t11è-al <(1—-1t)e+te=e. 


Ainsi donc, tous les points x(t) appartiennent à l’e-voisinage du point a, ce 
qu’il fallait démontrer. 

D'une façon analogue, on montre qu’un €e-voisinage fermé du point a, 
c’est-à-dire l’ensemble des points tels que lx — al < €, est un ensemble 
convexe fermé. 

On voit que pour toute fonction f(x) différentiable sur un ensemble 
convexe À on a la formule de Lagrange des accroissements finis 


SU) - JG) = ) 2e) 
k 


AX,, 
X=x(t!) 
K=] 


x(t)=xX+1(&- x), O<t1< I. 
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Tout comme dans le cas d’une fonction d’une variable, on montre à l’aide 
de la formule de Lagrange qu’une fonction f(x) différentiable sur un 
Of(x) 


= 0 a une valeur cons- 
0x, 


ensemble convexe et vérifiant les conditions 


tante. 


Notons en conclusion que la formule déduite plus haut pour les dérivées 
partielles d’une fonction composée est valable pour des hypothèses moins 
restrictives que celles qui ont été admises pour sa déduction. En effet, dans la 
définition de la dérivée partielle de la fonction f(£(x)), #(x) = (w, (x), … 
……, #,(X)) par rapport à la variable x , les valeurs de toutes les variables 
Xi, X,, Sauf x, sont fixées, donc pour l’existence de la dérivée partielle 


df(e(x)) 
dax 


= il suffit que soient dérivables les fonctions &, (x), …, w,(x) par 


rapport à la variable x, Pour des valeurs fixées des autres variables x,, … 
cr Xm €t Que soit dérivable la fonction f({) = f(t,, .…., 1) par rapport à 
celles des variables {, = 4, (x), f, = w,(x), .…, 1, =.w,(x) qui sont effecti- 
vement fonctions de x, Ces exigences sont en particulier satisfaites si l’on 


demande que dans le point considéré les dérivées partielles de, (x) 


X 
p 
Cr of …. ; 
et les dérivées partielles Frs soient continues pour k tels que les fonctions 
k 
lt, = #4,(Xx) dépendent de X, 


existent 


$ 7. Dérivées partielles et différentielles 
d’ordres supérieurs d’une fonction 
de plusieurs variables. 
Indépendance par rapport à l’ordre de dérivation 
df(x) 


Les dérivées partielles ,X = (X,, …, x,,), sont des fonctions des 


variables x,, x,, .…,x,,. Il est donc légitime de considérer les dérivées par- 
tielles de ces fonctions, ce qui nous amèëne à la notion de dérivées partielles 


d'ordre deux : 
d?f(x) _ 9 (E ) 


Ox, 0x, | 8x, ÔX, 


On définit de même les dérivées partielles d’ordres supérieurs. Il se 
trouve que, pour des conditions assez générales, les dérivées partielles 
9?f(x) d2?f(x) 
9x,0x, AXOX, 
de deux variables. 


se confondent. Considérons tout d’abord les fonctions 
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Théorème. Supposons qu'une fonction z = f(x, y) admet au voisinage 
d?f(x, y) d?f(x, y) 


d’un point (x,, Yo) les dérivées partielles — x qui soient 
0xdy | dyôx 
2 
continues en ce point. Alors af») | 9" JC y) Ge») pour X = X5,Y} = Jo. 
0x dy dy ax 


C] Considérons le carré x, < x < x, + 4, Y < Y < Y,9 + h. Pour h 
suffisamment petit, il est intérieur au voisinage dans lequel existent les déri- 
2 2 
vées 90 ») et 9"JCx, y) et donc les dérivées -— of ee A. ) ‘fx _}) œ_y) (les 
oxdy dyox _ dy 
points du carré vérifient l’inégalité V(x — x)? + L — y} < h V2). 
Posons @(x) = f(x, Jo + h) — f(x, yo), #O) = fCxo + h, y) — 
— f(x 7). On montre que 
P(X + A) = P(Xo) _ Oo + h) — (Yo): 
En effet, 
EX + À) — 6x) = SX + À, yo + À) — 


—{(Xxo + À, Yo) — FX Yo + À) + fx, Yo), 
6 A + h) — 167) = f(x + h, + h) — 
— f(Xos Yo + À) — FX + À, Yo) + F(Xo o)- 
Servons-nous de la formule de Lagrange : 
P(X + h)— 6x) = 6 (ch, celx, x + AT; 
Oo + h) — #(r) = d'(Q)h, GElys Yo + Al. 


Mais ; ; À 
e‘(c,) = PE 20 + P _ ASIE 
L'(c,) = Yo a Q) _ Ce Q) 


Transformons les expressions de #”(c,) et Ÿ” (c) à l’aide de la formule de 
Lagrange. On a 


9*f(Cy, &2) 
me h, & € lo Yo + Al; 
d?f(&,c,) 
ÿ'(c) = Eh, & € ]Xx Xo + Al. 
Donc 
0‘f(c,, €, 
eo +) — 60) = AE pe, 
200 +R) — 009) = 270) po, 


0x dy 
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SCC €) _ 8S(C 7) 
dy ox 0x0y 
mite pour. — 0. Comme pour À — 0 on a Ci — Xos Ê, — Xys C2 — os 
Ô PIC) = 2/70) 

dy x Oxdy 


D'où . Passons dans cette dernière égalité à la li- 


€, — Y, alors on obtient à la limite la relation 


On a un théorème plus général pour la fonction de plusieurs variables. 


Théorème. Si toutes les dérivées partielles d'ordre n d'une fonction f(x) 
existent dans un voisinage d'un point x, et sont continues en ce point, 
aucune d'elles ne change de valeur pour x = x, si l'on intervertit l’ordre de 
dérivation. 


La demonstration du théorème est très volumineuse dans le cas général 
et se fait par récurrence. A chaque étape des raisonnements, on intervertit 
l’ordre de dérivation par rapport à deux variables en vertu du théorème 
précédent. 

Montrons par exemple que 


dFCx Xp Xp X4) Ô f(x, st RAR OR x4) 
0X,0x,0x:0X; 8x,0x,0x ? 


Nous avons 
0*f __. 4° d2f __. 4° 0?f : 
Ox,0x, 0x, 0x, _ êx,ôx, Fa ax, ) : 0x,0x, E 0x; | : 
_. 4° sf _ 9 0? 9f : 
: 0x, 0x; a ) L äx, En Ge )| _ 
__ 9 0- of . 0*f 
x, Ê (a )] _ 8x,8x,8x7 
Considérons maintenant la notion de différentielles d’ordres supérieurs 
d’une fonction de plusieurs variables. Celles-ci se définissent par récur- 


rence. Supposons que la différentielle d/(x) est définie par différentielles 
dx,,k = 1,2, ..., m, des variables indépendantes. Pour des dx, fixes, la 


différentielle df(x) est une fonction des variables x,, x,, .…, x,, et donc il 
existe une différentielle d’ordre deux : 


m 


d2f(x) = d(df(x)) = d 3 Te 
CES 


D ; (LE Vox D > eS Per 
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Mêmes raisonnements pour les différentielles d’ordres supérieurs. On a 


_ 9fCx) 
n = 
d'f(x) = D ga dx de, ve. dx, 
ki 0% ka 

Ki. ko. . Kh 
Dans cette somme chacun des indices £; parcourt les valeurs de 1 à m. Pour 
le calcul des dérivées, on peut changer l’ordre de dérivation, par suite la 
somme contient beaucoup de termes identiques. 


Exercice. Déterminer les différentielles première et seconde de la fonc- 
tion z = x’. 


$S 8. Formule de Taylor 


Si une fonction f(x) d’une variable est différentiable en un point 
x = a, on a dans un voisinage de ce point le développement 


f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a), x — a. 


Précisons-le en développant la fonction f(x) suivant les puissances de 
(x — a) et en tronquant le développement au niveau de #7. Pour nous en 
faire une idée, considérons tout d’abord le cas où la fonction f(x) est un 


ñn 
polynôme de degré n: f(x) = Ÿ æ,X* (a, sont des constantes). Pour 
k=0 
développer ce polynôme suivant les puissances de (x — a) il suffit de déve- 
lopper suivant ces puissances chaque fonction x* : 


k 
= [x — a) + alf = Y C?(x — aa“? 
p=0 


En réduisant les termes semblables dans l’expression du polynôme f(x), on 
trouve 


J(x) = Y B,(x — aj*. 


k=0 


Les coefficients 8, s’expriment facilement à l’aide des dérivées f()(a) si 
l’on se sert de la relation 
d' k 
ax [x — a)*] 
On a SM (a) = B,l!, 1 = 0, 1, .…, n, d’où B, = f(a)}/I!. Par consé- 
quent, le développement d’un polynôme arbitraire f(x) de degré n suivant 
les puissances de (x — a) se présente sous la forme 


_ fr pour & & l, 
aus [1 pour k = !. 


Cr a}, f(x) = f(x), (x -aÿ = 


J(x) = 


KkK=0 


Si la fonction f(x) n’est pas un polynôme de degré nñ, le développement en 
question est alors de la forme 


- fO(a) 


f(x) = pa 


(x — a) + R,(x), 


k-0 


où la fonction R,(x) n’est pas identiquement nulle. Cette représentation 
d’une fonction arbitraire f(x) s’appelle formule de Taylor, et la fonction 
,R,(x), son reste (pour a = 0, la formule de Taylor porte le nom de for- 
mule de Maclaurin). Le développement d’une fonction f(x) en série de 
Taylor au voisinage d’un point x = a n’est justifié que si l’on peut négliger 
le reste R,(x) pour des (x — a) suffisamment petits, étant donné que la 
fonction R, (x) n’est pas plus simple que la fonction f(x). Montrons que la 
fonction R, (x) est effectivement négligeable si au voisinage du point a la 
fonction f(x) admet une dérivée d’ordre n + 1. 


Théorème. Supposons que la fonction f(x) admet une dérivée d'ordre 
n + 1 au voisinage du point a. Le reste R,(x) de la formule de Taylor 
admet alors, au voisinage de ce point, la représentation suivante : 


(x ee chr-P+l 


RO. 


(x — a} fm+h(c), 


oùp > 0,ce]a, xf. 

Ü] Evaluons le terme R, (x) en un point x = x, fixe appartenant au voi- 
sinage du point a dans lequel la fonction f(x) admet la dérivée d’ordre 
n + 1. Considérons la fonction auxiliaire 


_ SO (0) D (x . k X = ] 
& (0) De DE + er R, (x), 


où R,(x,) est le reste de la formule de Taylor, p > 0. La fonction #(t) est 
choisie de façon à satisfaire aux égalités (a) = f(x), #(x,) = f(x), 
c’est-à-dire que (a) = b(x,). En effet, 


Kk) 
= N' 7 D Go — a) + RG) = Jo) 
kK=0 
_ A0 (x) 
PC) = 55 = /% 


7—6441 
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(on a utilisé les égalités (x, — 1 lise = 0 pour k > 0, O0! = 1, 
Cxo — 1P = 1, fO(r) = f(t)). Il est aisé de vérifier que la fonction #(r) 
satisfait sur l'intervalle fermé [a, x,] les conditions du théorème de Rolle. 
En effet, la fonction d(r) est continue sur l’intervalle fermé [a, x, ], admet 
une dérivée sur l’intervalle ouvert ]a, x,[ et (a) = (x). Il doit donc 
exister un point c en lequel b’(c) = 0. D'autre part, 


nñn 


| K+1) t 
D (1) — 0 Gr = [à Li = 
k=0 


L LOC 6 pure D (=! Ÿ "1 
2 (k dE 1) (x {) P Æ se ) Me) 0 


Changeons dans la seconde somme l’indice de sommation # en & + 1 : 


fo (1) RU LUC) j 
Dr de er ot) 
k=1 k=0 
D'où 
7 MU) PE Li) GR ES 
db (1) = (x; — 1) P (& =. ) 0 R, (x). 


Le fait que  (c) = 0,cEe ja, x,f, permet d’écrire 


== n—-p+]l 
R,(% = Co = CT (x = a)Pfn+(c). 


n !'p 
C.Q.F.D. = 


Si dans la représentation du reste R,(x) on pose p = 1, on obtient sa 
représentation de Cauchy : 
__SM+0(c)(x — c)"(x — a) 


R, (x) = à ce]a, x. 


En posant p = n + 1, on obtient la représentation de Lagrange : 


ft D(c) 


Rae (n + 1)! 


(x — a)"tl, ce]a,xl. 

Evaluons le reste KR, (x) dans la formule de Taylor pour des restrictions 
moins fortes qu’auparavant, plus exactement, supposons que la fonction 
f(x) admet au point x = a une dérivée continue d’ordre nr. Ecrivons la for- 
mule de Taylor, en représentant le reste sous la forme de Lagrange et en 
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changeant n'en n — 1: 


c- SO (a) 


par (x — a)* + 


f(x) = 


(x —- a)", cela, xl. 


Sc) 
n ! 
k-0 
La fonction f'"}(x) étant continue au point x = a,ona lim fl")(c) = 
X—4a 


= ft) (a), c.-à-d. que f)(c) = FM (a) + o(1), x — a. 
D'où 


k) 
f(x) = VE & — a) + ol(x - a)'], x — a. 


k-0 


On s’est servi ici de la relation (x — a)”-o(1) = of(x — a)"],x — a. 
L'écriture du reste R,(x) de la formule de Taylor sous la forme 
R,(x) = of(x — a)"], x — a, s'appelle représentation de Peano. 


Remarque. Si la fonction f(x) est une fonction paire (resp. impaire), 
i.e. f(—x) = f(x) (resp. f(—x) = —/f(x)), sa dérivée est une fonction 
impaire (resp. paire), puisque f'(—x) = —f'(x) (resp. f'(—x) = f'(x)). 
Pour cette raison la formule de Taylor contient pour a = 0 pour une fonc- 
tion paire (resp. impaire) uniquement des puissances paires (resp. impaires) 
de x, les fonctions impaires étant nulles pour x = 0. 


Exemple. L'égalité 1 + x? + ….. + x27 = (1 — x2m+2)/(1 — x?) 
donne lieu à 
1 


1 — x° 


= | + x? +... + x + o(x), x — 0. 


C’est la formule de Taylor avec reste de Peano. 


On peut écrire la formule de Taylor avec reste de Lagrange sous la 
forme symétrique en utilisant les différentielles de la fonction f(x) corres- 
pondant à la valeur donnée dx de la différentielle de la variable indépen- 
dante. Soit Af(a) = f(x) — f(a), dx =x-a;ona 


n 


_ df(a) … d'r*f(c) 
Af(a) = à ET 


K=1 


Généralisons la formule de Taylor à une fonction de plusieurs varia- 
bles. Soit une fonction y = f{(x),x = (x,,…, x,,), définie sur un ensemble 
convexe À et admettant sur cet ensemble des dérivées partielles continues 


d'ordre n + 1. Supposons ensuite que les points x, et x appartiennent à 


» 
Sn 


7* LE 
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l’ensemble 4. Alors les points x(1) = x, + 1(x — x,), 0 <1t1< 1, lui 


appartiennent aussi. Considérons la fonction w(t1) = f[x(t)]. La règle de 
dérivation d’une fonction composée nous donne 


F_. 3 afIx() |, 


âx, X;;, X; i 
is! 
PE SE SELON 
e"() = Ÿ ax 28%; 


im ji 
m m 


k 
eg (1) = Ÿ LD” > Re RE Ax, Ax, .… AXx,. 
k 


il =! 13 7 ik CR | . 
La fonction f(x) admet au voisinage du point considéré x des dérivées par- 
tielles continues d’ordre 7 + 1. Par conséquent, la fonction #(#) admet au 
voisinage du point { = 0 des dérivées continues d’ordre n + 1. Dévelop- 
pons la fonction w(f) en une série de Taylor-Maclaurin avec reste de 


Lagrange : 
p)(0) : pr+0(r) 
1) = + ——\, 
201) +) k1 (n+D! 


k=0 
où 0 < 1 < 1. Comme w(1) = f(x) et #(0) = f(x,), on a en définitive 
J(x) = f(xo) + 


La k! DE > + TR 4x x, .… x, |+ R,(x), 


&=! 


Li $ D gn+LfIx(1)] 
R__ = ne AX. … 
n (n + 1)! à » A Me x, À;, AX: ,, 


2 +] 
hi in+1°) 


où 


X()= x + (x —- x), 0<1<I. 


Récrivons la formule de Taylor sous une forme différente. Soit 
Af(x)) = f(x) — f(x), AX = x — x, ; alors 


kf(x )  d'+t!f{x(t) 
DE EE LL EE 
AJ Go) = L# (n +1! 


$9] SÉRIES DE TAYLOR 101 


où x(t) = x, + t(x — xs), 0 < 1 < 1. En remplaçant # par n — 1 dans 
la formule de Taylor avec reste de Lagrange et en procédant comme dans le 
cas de fonctions d’une variable, on obtient la formule de Taylor avec reste 
de Peano : 


J(x) = SX) F 


Le L- DE Ax, .… Ax, |+ R,(x), 


ig=l 


où R,(x) = o(lAxl"), lAxi — 0. Pour nr = 2 la formule de Taylor 
s’écrit 


2 
f(x) = f(x) + DES 7 Ax +3 > > 1% ax;ax, + R,(x). 
19%; 


is) 


8 9. Séries de Taylor 


Supposons que dans la formule de Taylor pour une fonction d’une 
variable on a ñ — œet lim R,(x) = 0. Alors 


Le (x = at. 


J(x) = 
k=0O 


La série du second membre de cette égalité porte le nom de série de Taylor. 
Il est évident que la condition lim R,(x) = 0 assure la convergence de la 
ñn — ®œ 


série de Taylor et l’égalité de sa somme à la fonction f(x). Par contre, la 
condition de convergence de la série de Taylor n’implique pas toujours 
l'égalité de sa somme à la fonction f(x). 


Exemple. Considérons la série de Taylor de la fonction 


el? pour x # 0, 
X = 
J@) [6 pour x = 0. 
Nous avons f(x) = =: el, f(x) = — . LE. _ er, 
x x 


f(x) = p,(/x}e-1/x}, où p,(x) est un polynôme. Comme 


lim . e-1/x? = 0 pour tout k, on a f*)(0) = 0 et la série de Taylor con- 
x-0 X 
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verge vers 0 pour tout x. De toute évidence, sa somme n’est pas égale à la 
fonction f(x). 


Cernons le domaine de convergence de la série de Taylor. Remarquons 
tout d’abord que cette série est une série entière, ou série de puissances, 


c'est-à-dire une série de la forme Y a, (x — a)". Comme montré pp. 49-50, 
k&=0 


e . — k 
la série converge absolument pour x — al < R,où R = 1/lim V la, |. 
k — œ 


La quantité R s'appelle rayon de convergence de la série entière D a, (x — 
K=0 
— a)*. Sia, # 0 pour tous & = 0, 1, … et existe Jim la,,,/a,l = 4,0n 


a R = 1/4. 

Considérons les séries de Taylor de quelques fonctions élémentaires 
pour a = (. ; 

1. Soit f(x) = (1 + x}. Comme (0) = 1 et f'*) (0) = aœ(œ — 1), … 


… (@ — k + 1), la série de Taylor s’écrit Ÿ a,x* pour a, = 1,4, = [a(æ — 
K=0O 


— 1)... (a — K + 1)]J/K!, k > 1. Comme lim la,,,/al = 1,ona 
R = 1. 

Cherchons la majoration du reste de la formule de Taylor pour 
Ixl < 1. A cet effet, représentons-le sous la forme de Cauchy 


R,(x) = 2e RE e « + cPlx (5 = : ) ce J0, xI. 


Montrons que pour lxl < 1 on a l'inégalité 1(x — c)/(1 + c)l < Ixl. 
En effet, 
EE] a eee xl — lol 


1Tecl - ITéel ———— < lxl. 


I + cl  1— lel 


On a utilisé le fait que les nombres x et c sont de même signe et Ici < Ixl. 
Comme, en outre, 1(1 + cX-!1 < max [(1 + x}°=!, 1] on a pour R, (x) 
la majoration suivante : 


LR,(x)l < max [(1 + x}-!,1]lxl7+l(n + la, .l. 


Pour Ixl < 1 la série Ÿ (n + 1)la, 


ñn=0 


.111x1"+l converge en vertu du cri- 


tère de D’Alembert ; par conséquent, lim (7 + 1)la,,,llxl"+! = O0 en 
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vertu du critère de convergence des séries. On en tire que R, — O0 pour 
n — ©, c’est-à-dire que pour lxl < 1 on a le développement en série de 
Taylor : 


œ(o — 1)... (œ — K + D) x 


(1 + x}ÿ = L: 


Ka] 


2. Soit f(x) = In (1 + x). Alors on a pour & > 1 


(k — 1)! 
k) A ES À LL Es 
TE 


En étudiant la formule et la série de Taylor comme dans le cas de la 
fonction f(x) = (1 + x}, on obtient en définitive pour Ixl < 1 


ST ei LE 
In (1 + x) = ——— x 
L # 


3. Soit f(x) = e*. Alors f(*) (x) = e*. La série de Taylor 


Y Lx = x* 
Kk ! Kk'! 


k=0 k=0O 


converge (en vertu du critère de D’Alembert) pour tout x. 
Pour majorer le reste de la formule de Taylor, représentons-le sous la 
forme de Lagrange : 
xt 1 


R, (x) TRE DL ce ]0, xf. 
D'où 
Ixl7+1 | 
[R,(x)l < A(x) ———, où À = max (1,e*). 
(n +1)! 


[n+i 
La série A(x Grp: La FD: converge en vertu du critère de D’Alem- 
n=0 


bert pour tout x ; par conséquent, R, (x) — 0 pour 7 — , c’est-à-dire que 


“LE 


Ha 


à 
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4. La convergence de la série de Taylor des fonctions f(x) = sin x et 
f(x) = cos x s’établit de la même façon que dans le cas de la fonction e*. 
Pour majorer le reste R,(x) on se servira des inégalités Îsin xl < 1, 
Icos xl < 1. En définitive, on obtient pour tout x 


œ 


sin X = CDR , COS X = > ( DT 
! (2Kk) ! 


Exercices. 1. Combien de termes faut-il retenir de la série 
ee =1+2+ 27/21! + 23/3! + .… pour calculer e? à 1073 près ? 

2. Développer la fonction y = x/(e* — 1) suivant les puissances de x à 
o(x?) près lorsque x — 0. 


$ 10. Fonctions à valeurs complexes et fonctions 
vectorielles 


Soient deux fonctions (x) et v(x) définies sur un ensemble numérique 
A. Associer à chaque x € À un nombre complexe y = u(x) + iv(x) équi- 
vaut à définir sur À une fonction y = f(x) = u(x) + iv(x) à valeurs 
complexes. Les fonctions u(x) et v(x) s’appellent respectivement la partie 
réelle et la partie imaginaire de f(x). La notion de module d’un nombre 
complexe permet de généraliser aux fonctions à valeurs complexes les 
notions de limite et de continuité introduites plus haut. Ces notions possè- 
dent toutes les propriétés dans le cas complexe, sauf les théorèmes de com- 
paraison pour la limite d’une fonction et le théorème sur les valeurs inter- 
médiaires pour les fonctions continues sur un intervalle fermé car l’opéra- 
tion de comparaison des nombres complexes n’est pas définie. On généra- 
lise de même toutes les notions fondamentales du calcul différentiel, avec 
conservation de toutes leurs propriétés, sauf les théorèmes de la valeur 
moyenne. On montre que pour qu’une fonction à valeurs complexes soit 
différentiable, il faut et il suffit que le soient les parties réelle et imaginaire 
de cette fonction. 

Remarquons que les égalités suivantes découlent de la définition de la 
limite d’une fonction et de la dérivée des fonctions à valeurs complexes 
f(x) = u(x) + iv(x) : 

1) lim u(x) = a, Iimu(x) = bsi imf(x)=c=a+ib; 

X—X0 X—x9 X—X0 

2) f(x) = u‘(x) + iv (x). 

Considérons quelques exemples de fonctions à valeurs complexes. Si c 
est un nombre réel, la fonction f(x) = e* vérifie les égalités 
f'(x) = cf{x), f(0) = 1. Montrons que si c est un nombre complexe, 
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c = a + ib, alors la fonction f(x) = e% (cos bx + à sin bx) possède les 
mêmes propriétés. En effet, (0) = 1, f'(x) = af(x) + ibe® x 
x (t sin bx + cos bx) = cf(x). Il est donc logique de désigner la fonc- 
tion f(x) = e% (cos bx + ï sin bx) par e*, où c = a + ib. Notons que la 
fonction e* possède la propriété commune à toute fonction exponentielle : 


Xi +C2X2 C2X2 


e°! = ele 


On prouve l’égalité e*“ = cos x + i sin x en développant, d’une façon 
formelle, les fonctions e“, cos x et sin x en séries de Taylor : 


C3 ES (— (— 1x * = (— 1x #+1 Le 
“ ÿ & DE CK)! PTE + 1 > CkFD1 = COSX + ! Sin x. 


Passons aux notions de fonction vectorielle et de fonction matricielle en 
nous servant de celles de vecteur et de matrice. Supposons données, sur un 
ensemble numérique À, m fonctions u, (x), u,(x), .…, u,, (x). La donnée de 
ces fonctions définit la fonction vectorielle u(x) = (u,(x), u,(x), … 

., U,(xX)). D'une façon analogue, on définit une fonction matricielle u(x) 
comme une matrice d’éléments u;, (x), i,J = 1,2,...,m. 

Tout comme dans le cas des fonctions réelles, la idtion de module d’un 
vecteur sert à définir celles de limite, de continuité de fonctions vectorielles 
et les notions fondamentales du calcul différentiel des fonctions vectoriel- 
les. Notons les égalités suivantes : 

1)siu(x) = (u,(x), .….,u,(x))et lim u(x) = b = (b,,...,b,,), alors 

X— 0 


lim u,(x) = b,,k = 1,2, m ; 
xp 

2)u (x) = (u, (x), …, u,,(x)). 

On montre que pour qu’une fonction vectorielle soit différentiable il 
faut et il suffit que ses composantes le soient ; par ailleurs, les notions de 
continuité, de dérivée et de différentielle d’une fonction vectorielle possè- 
dent toutes les propriétés examinées plus haut, sauf les théorèmes qui utili- 
sent la division, le théorème sur la valeur intermédiaire d’une fonction con- 
tinue sur l’intervalle fermé {[a, b] et le théorème de la moyenne, car les opé- 
rations de division et de comparaison n’ont pas été définies pour les vec- 
teurs. Toutes les propriétés indiquées ont lieu pour les fonctions matriciel- 
les (le rôle du module !...| est joué dans le cas des fonctions matricielles 
par la norme |... de la matrice). 


CHAPITRE 5 


QUELQUES APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
À L'ÉTUDE DES FONCTIONS 


8 1. Levée d’indétermination 


Les théorèmes de la moyenne et la formule de Taylor d’une fonction 
d’une variable permettent de simplifier le calcul d’un grand nombre de 
limites, lesquelles, calculées sans astuces par des règles ordinaires, donnent 
lieu à des indéterminations du type 0/0, ©æ/o, © — oo, 0°, OP, 000, 1%. 

Commençons par l’indétermination du type 0/0. Calculons la limite 

lim 20) 
x-a (x 

voisinage du point a. Développons les fonctions f(x) et #(x) par la for- 
mule de Taylor. Soient f(x) = œ(x — a} + of(x — a}?], gx) = 
= fB(x — a) + of(x — a)}7], x— a, où «à # 0, 8 # 0, pet q sont des 
entiers positifs. On a alors 


connaissant que lim f(x) = lim p(x) = 0 et g(x) + 0 au 


im 209 2 im 2% 7 PU + OU | 
a @(x)  x-e G(x — a}[1 + o(1)] 
0 pour p > q, 


= à lim (x — a)P-4 = 4 a/B pour p = q, 


: œ@ pour p < gq. 


Les fonctions f(x) et #(x) sont supposées admettre des dérivées d’ordre 
voulu pour x = a. Si l’on ne suppose pas l’existence des dérivées nécessai- 
res pour x = a, on peut profiter, pour lever l’indétermination, des règles 
de l’Hospital. Formulons tout d’abord ces règles pour l’indétermination du 
type 0/0. 


Théorème. Supposons que les fonctions f(x) et #(x) sont continues et 
admettent des dérivées premières au voisinage d'un point a, à l'exception 
peut-être du point a lui-même. Si les fonctions £(x) et 9 (x) ne s'annulent 
pas au voisinage considéré, lim f(x) = lim w(x) = 0 et le rapport 

nd XY—4a 


J'(x)/6'(x) tend vers une limite À lorsque x — a, alors le rapport 
f(x)/e(x) tend lui aussi vers À lorsque x — a : lim JG) = À 


x-a @(x) 
[Ü Posons f(a) = #(a) = 0. Les fonctions f(x) et #(x) sont alors 
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continues dans un voisinage du point a, y compris au point a. Servons-nous 
du théorème de Cauchy de la moyenne : 


f(x) _ f(x) — fa) _ f'(c) 


= = — , Cela, x. 
px)  p(x) — wa) 4e (c) 
Comme lim JG) = À, pour tout £ > Oil existe un ô > 0 tel que pour 
x-a @ (X) 
x — al <ô on a l'inégalité _ - A| <&. Soit maintenant 
p 
Ix — al < 6. Alors lc — al < lx — al < ô, puisque ce]a, xf. Par 
conséquent, JC) — Al L RQ — A| <e pour Îx — al < 6, 
” To(x) g (c) 


c’est-à-dire que le rapport f(x)/w(x) tend vers une limite À lorsque x — a. 
Remarques sur le théorème. 1) L’assertion du théorème reste vraie si 


A = œ (ou À = +, À = —o), En effet, si par exemple À = +o, 
alors, quel que soit C > 0, il existe un à > 0 tel que Lee > C pour 
g 
J(x) _ fc) 


Ix — al < ô. D'où ——-- = =— 
ex) g (c) 
lc — al < 1x — al < 6. 

2) On peut remplacer dans l’énoncé du théorème les limites ordinaires 
par des limites unilatérales en considérant au lieu d’un voisinage du point a 
les voisinages droits (resp. gauches) du point a sans ce point, c’est-à-dire les 
intervalles ]a, a + ô[ ou ]a — 6, af. 

3) L’assertion du théorème reste vraie si a = œ (ou a = —®, a = 
= +). En effet, soit par exemple a = ©. Posons { = 1/x, F(t) = 
= f(1/1), (+1) = e(1/t). Alors 


lim 22 2 ki 
x px) 1-0 (1) 1-0 (1) 

ir OI) D in LD 
1-0 p'(x)l _,,(— 1/12) x-> @ (x) 


4) Si lim f(x) = lim æg (x) = 0, on peut appliquer une seconde 


> C pour lx — al < à, puisque 


FG) _ pm FO 


fois la règle de l’Hospital au calcul de la limite lim Le Tr 
x-8 © (X 
taines conditions. On trouve en définitive lim 1) = |im EME 
a @(X)  x-a @ (x) 
procédure peut être réitérée. 
Passons aux indéterminations du type æ/. 
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Théorème. Soient deux fonctions f(x) et #(x) continues et admettant des 
dérivées premières au voisinage d'un point a, sauf peut-être au point a. Si 
les fonctions (x) et &'(x) ne s’annulent pas au voisinage considéré, 

lim f(x) = ©, lim g(x) = œ (ou +, —) et le rapport f'(x)/e' (x) 


tend vers une limite À lorsque x tend vers a, alors le rapport f(x)/w(x) con- 
verge vers une même limite lorsque x tend vers a : lim j ae = À 
X—0 (7 
CÜJ] Comme précédemment, nous allons utiliser le théorème de Cauchy 
de la moyenne : 
f(x) — fU) _ Fc) 
px) — EG)  v'(c)” 


Transformons cette relation. Puisque 


fCx) — FC) _ fx) 1 — f(/f(X) 
px) — er) ex) 1 — e(t)/e(x) 


ce ]x, t{. 


f(x) _ fc) _ 1 p(t)/e(x) 
on a 0 _ 5 (©) y (x, t), où Ÿ (x, t) = SO Donc 
(x) 4] _- | f'(o) — 
e(x) Al - "AT Mb Al 
- | Ée — À [ve D + AWG D — 11] < 
g (c) 
Jo) — Alive, t)l + TATIY(x, t) — 11. 
g (c) 
Comme, par hypothèse, lim Le = À, alors, quel que soit €, > O, 


il existe un ô, > O tel que 1f”(x}/6'(x) — Al < €, pour 1x — al < ô.. 

Choisissons x et { de façon à satisfaire aux inégalités 1x — al < |f — 

— al < ô,. Comme ce ]x, t[, on a dans ce cas lc — al < ô,. Fixons unt 

et faisons tendre x vers a. Comme pour f fixe on a lim ÿ(x, ft) = 1,il 
X—a 


existe pour tout €, > 0 un nombre à > 0 plus petit que |f — al, tel que 

px, t) — 11 < €, pour lx — al < 6, d’où Iÿ(x, r)l = I[ÿ(x, r) — 

— 1]+11 < IY(x, 1) — 11 + 1 < €, + 1. Alors pour Ix — al < à < |f — 

— al < à, on a l’inégalité 
(x) 
= — À 
(x) 


Sie > Oest un nombre arbitraire, alors, en choisissant €, à partir de la con- 


| < E(E, + 1) + lAle.. 
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dition (€, + 1}, + e.l Al < €, on aboutit pour |x — al < à à l'inégalité 


JC) _ A < €, i.e. lim 20 = A. 
(x) x-a @(x) 

Toutes les remarques faites à propos du théorème précédent se rappor- 
tent au théorème que nous venons de démontrer (à vérifier à titre d’exer- 
cice). 

Les indéterminations du type œ — œ,0:,(0, 0, 1° se traitent en les 
réduisant aux indéterminations considérées plus haut. Par exemple, les 
indéterminations du type 0°, c’est-à-dire lim f(x}e(x) lorsque 


lim f(x) = Oet lim g(x) = ©, se ramènent comme suit à l’indétermina- 
xX—-a xX—4a 


tion du type 0/0 : 


| _ nm. J@x) 
lim f(x)#(x) = lim VAS 


L'indétermination du type 1°, c’est-à-dire lim L(x)]"2 pour 
f(x) > 0, lim f(x) = 1, limew(x) = ©, se ramène à l’indétermination 


du type 0: à l’aide, par exemple, de l’égalité 
Lx)" = est) n/a), 


$ 2. Etude du graphique d’une fonction 


Appliquons la formule de Taylor à l’étude du graphique de la fonction 
d’une variable y = f(x). Examinons la situation de la courbe y = f(x) au 
voisinage du point x, par rapport à la tangente passant par le point x,. 
Nous avons déduit plus haut l’équation liant les valeurs x et y de cette tan- 
gente : y = f(x) + F'(xox — x). Si f(x) > f(x) + F'Cxo)Xx — 
— X0) (resp. f(x) < f(x) + f'(x)(x — x,)) pour un certain x, on dira que 
la courbe y = f(x) passe au point donné x au-dessus (resp. au-dessous) de 
la tangente y = f(x,) + f'(xo)(X — x). 


Définition. On dit que la courbe y = f(x) a sa convexité au point x, 
dirigée vers le haut (resp. vers le bas) s’il existe un voisinage du point x, tel 
que pour tous ses points la courbe y = f(x) est située au-dessous (resp. 
au-dessus) de la tangente au point x,. 


Sur la figure 8, la courbe y = f(x) tourne sa convexité vers le bas au 
point x, et vers le haut au point x... 


Définition. On dit que le point x, est un point d'inflexion de la courbe 
y = f(x) si au passage par x, le point courant x de la courbe passe d’un 
côte de la tangente à l’autre. 
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4 


Fig. 8 


Par exemple, le point x, de la courbe y = f(x) montrée sur la figure 8 
est son point d’inflexion. Indiquons les caractères permettant de discerner 
les points de concavité, de convexité et d’inflexion. 


Théorème. Soit une fonction f(x) admettant dans un voisinage du 
point x, une dérivée seconde continue en x,, et f(x) > O (resp. 
f(x) < 0). La courbe y = f(x) est tournée au point XQ Par sa convexité 
vers le bas (resp. vers le haut). 

[] Servons-nous de la formule de Taylor pour nr = 1 avec reste de 
Lagrange : 


J(x) = J(Xxo) + RENE: Si Xo) + 


JT(c) 
2 


(x — x}, 


où ce]x,, xf[. Si f(x) > 0, la fonction f ”(x) garde par continuité le 
signe de / "(x,) dans un certain voisinage du point x,. Dans ce voisinage, 
J'(c) > Oet, par conséquent, f(x) > f(x) + f'(x))(x — x), c’est-à- 
dire que la courbe y = f(x) tourne sa convexité vers le bas. Le cas de 
f(x) < 0se traite de façon analogue. 


Théorème. Soit une fonction y = f(x) admettant dans un voisinage du 
point x, une dérivée trois continue en x,, et f(x) = 0, f(x) # 0. Le 
point x, est alors un point d'inflexion de la fonction y = f(x). 

C] La formule de Taylor avec reste de Lagrange nous donne pour 
n = 2: 


JCx) — Lx) + FOX — x5)] = cn "(c), 


où ce ]x,, xf[. Puisque f°"(x,) # 0, la fonction f (x) garde par conti- 
nuité le signe de f 7 Co) dans un certain voisinage du point x,. Dans ce voi- 
sinage, f ”"(c) est de même signe que f/ ”"(x,), car ce ]x,, x[. La différence 
S(x) — Lx) + f'(x)(x — x,)] change donc de signe au passage par le 
point x,, c’est-à-dire que le point x, est un point d’inflexion de la fonction 


= f(x). 


Enonçons un théorème plus général. 
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Théorème. Supposons qu'une fonction y = f(x) admet dans un certain 
voisinage du point x, une dérivée f*+*D (x) continue en x,, de plus 


SX) = f(x) ER = f(x) = (0, FEU CE) # (0. 


Alors, si k est impair, la courbe y = f(x) a sa convexité au point x, tournée 
vers le haut (resp. vers le bas) pour f* + (x) < O(resp. fK+D (x) > 0) ; 
si k est pair, le point x, est un point d’inflexion de la courbe y = f(x). Si, 
en outre, f'(x9) = 0, alors, pour k impair, la fonction y = f(x) admet au 
point x, un maximum (resp. un minimum) pour fX+1 (x) < 0 (resp. 
FE (x) > 0). 


La démonstration du théorème est analogue à celle des théorèmes pré- 
cédents et s’appuie sur la formule de Taylor : 


fFA+U(c) 


F6) — Go) + f'GoXx HN = 


(x —x,)"*l, ce]x,, xl. 


Introduisons la notion d’asymptote qui s’avère parfois utile lors de 
l’étude du graphique de la fonction y = f(x). 


Définition. La droite y = ax + b s’appelle asymptote de la courbe 
y = f(x) lorsque x — + (resp. x — — ©) si 
lim D(x) — (ax + b)] = 0 (resp. lim Lx) — (ax + b)] = 0). 


Indiquons les conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une 
asymptote. Supposons que la courbe y = f(x) admet pour asymptote la 
droite y = ax + b lorsque x — +. Alors 


im J(x) — x + b) 


x—+® 


= 0, d’où a = lim 2. 


La quantité b est tirée pour a connu de l’égalité b = lim Lx) — ax]. 


La réciproque est également vraie : si existent les limites a et b, la 
courbe y = ax + b est une asymptote de la courbe y = f(x) pour 
X — +o. La condition d’existence d’une asymptote lorsque x — — 
s’énonce et se démontre de façon analogue. 

Dans le cas où Em O0) = +o (resp. —©) ou lim f(x) = +0 


(resp. — æ) on dit parfois que la courbe y = f(x) admet pour x = a une 
asymptote verticale. 

Ainsi, nous avons considéré des méthodes d’analyse qualitative des gra- 
phiques de fonctions. On peut proposer l’algorithme suivant d’analyse des 
graphiques : 

1) chercher le domaine de définition et, si possible, le domaine des 
valeurs de la fonction étudiée ; 
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2) déterminer le domaine d’invariance de signe de la fonction (si c’est 
faisable) ; 

3) chercher les points de discontinuité et déterminer leur nature ; 

4) chercher les asymptotes ; 

5) calculer les valeurs particulières de la fonction et esquisser le graphi- 
que ; 

6) chercher les domaines de croissance et de décroissance, les points 
d’extémums de la fonction d’après le signe de sa dérivée première ; 

7) classer les points d’extrémums et déterminer la situation possible des 
points d’inflexion d’après le signe de la dérivée seconde. Préciser la situa- 
tion des points d’inflexion en utilisant la dérivée trois ; 

8) dessiner le graphique approximatif de la fonction. 

Si le calcul de certaines dérivées ou la détermination de leur signe s’avè- 
rent trop difficiles, on peut sauter les numéros correspondants du schéma 
d’étude. 

Exemple. Etudier le graphique de la fonction y = x2/(2x + 3). 

1) Le domaine de définition de la fonction sont les intervalles 
]—o, —3/2[, ]— 3/2, + œf, le domaine des valeurs, l’intervalle ]— œ, œf. 

2) Pour x < —3/2 on a y < 0, pour x > —3/2 on a y > 0. Pour 
x = —(3/2) la fonction admet une asymptote verticale (le point de discon- 
tinuité de deuxième espèce). 
2x? — (2x + 3)x _ 

2(2x + 3) 
= —3/4, la fonction admet pour x — + l’asymptote y = x/2 — 3/4. 

,  2X(X + 3) : : : 

4) y Docu ee 3 on a y > O0, c’est-à-Cire que la 
fonction croît ; pour —3 < x < 0 la fonction décroît et pour x > 0 elle 
croît. Le point x = —3 est donc un point de maximum et le point x = 0, 
un point de minimum (y(—3) = —3, y(0) = 0). Le calcul de la dérivée 
seconde est dans ce cas assez difficile. Le graphique de la fonction est mon- 
tré sur la figure 9. 


3) Comme lim (y/x) = 1/2, lim{[y — x/2] = lim 


Fig. 9 
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Exercice. Etudier le graphique de la fonction y = (2x? + 5x + 
+ 6)/(x + 1). 


$S 3. Méthodes approchées de calcul des racines 


Notre schéma d’analyse qualitative du graphique d’une fonction impli- 
que le calcul des racines de l’équation f(x) = 0. Obtenir une expression 
analytique pour les racines de l’équation f(x) = 0 n’est possible que dans 
les cas les plus simples. Il se pose donc la question d’un calcul approché des 
racines avec une précision voulue. Une des méthodes de calcul des racines 
(méthode de la fourchette) a été considérée lors de l’étude des fonctions 
continues. Indiquons quelques autres méthodes approchées de calcul des 
racines. 

1. Méthode itérative (méthode des approximations successives). Récri- 
vons l’équation f(x) = 0 sous une forme équivalente : x = w(x). Il est 
toujours possible de le faire en posant, par exemple, &(x) = f(x) + x. 
Calculons la suite des x, en choisissant x, arbitraire dans le domaine de 
définition de la fonction #(x) et en posant x,,, = w(x,), n = 0, 1,2, … 
On a le théorème suivant. 


Théorème. Supposons que la fonction £{(x) est continue sur l'intervalle 
fermé {a, b]. Alors, si les approximations successives x, appartiennent à 
l'intervalle (a, b]et lim x, = «, a est racine de l'équation x = (x). 

Ü] Comme lim x, = « et l’ensemble [a, b] est fermé, on a a e [a, b]. 
Passons dans la relation x,,, = w(x,) à la limite pour ñn — c. La fonction 


g(x) étant continue, on a lim w(x,) = (a), d’où a = p(a). 


Pour l’applicabilité de ce théorème il faut assurer la convergence de la 
suite, (x,]. Chaque approximation x,,, calculée par la formule 
X1+1 = £(X,) approche mieux la racine de l’équation x = #(x) que 
l’approximation précédente x, si la fonction (x) dépend faiblement de 
x (px) et w(x,) sont alors proches même si x et x, diffèrent fortement). 


Ceci a, en particulier, lieu si la dérivée $'(x) est petite. 


Théorème. Soit à racine de l'équation x = (x) et supposons que la 
dérivée £'(x) satisfait à la condition l@'(x)|\ < q < 1 sur un intervalle 
fermé [ax — 6, œ +6], ô > 0. Si alors l’approximation initiale 
X Ela — 6, a + Ô], les approximations successives x, calculées par la for- 
mule x,,, = &(x,), n = 0, 1, 2, .…, convergent vers a lorsque n — ©. 

Ü Nous avons 1x, — œl < ô. Montrons que |x, — œl < 6, c’est-à- 
dire que x, e [a — 6, « + ô]. Raisonnons par récurrence. Supposons que 
Îx, — æl < ô et montrons que |x,,, — æœl < ô. En effet, la formule de 


8—6441 
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Lagrange des accroissements finis nous donne 


lx,,, — al = ly(x,) — p(a)l = le'(c)(x, — a)l < glx, — al < 6, 
ce Ja, x, [. 


Ainsi, 1x, — œ«l < à pour tout nr. En outre, comme montré auparavant, 


x. — al < qlx, — al, d'où 


lx, — ol < glx, — al, 1x, — al < glx, — œl < qg?lx, — œl, … 


pour n = 1,2, .…, et nous aboutissons par récurrence à l’inégalité 1x, — 
— al < gx, — œl. Comme q < 1,ona lim Îx, — œl = 0, donc 
n—œ 
lim x, = a. 
fn—-@œ 
Considérons l’une des méthodes itératives les plus usitées, à savoir la 
méthode des tangentes, dite également méthode de Newton. 


2. Méthode des tangentes. Supposons que la valeur x = x, est proche 
de la racine de l’équation f(x) = 0. Servons-nous de la formule de Taylor, 
il vient : f(x) = f(x,) + f'(xo)(x — x,) + o(x — x). En rejetant le 
reste, ce qui équivaut à remplacer le graphique de la fonction y = f(x) par 
la tangente y = f(x,) + f'(x,)(x — x,) à ce graphique au point x,, nous 
obtenons l’approximation suivante de la racine, à savoir x = x,, où x, = 
= Xo — f(X5)/f°(X). En poursuivant le processus de précision de la racine, 
nous arrivons à la méthode itérative suivante : 


Xh41 = Xn — J(x,)/T (x, ), 


en accord avec la méthode itérative générale de recherche de la racine de 
l’équation x = w(x) pour gx) = x — f(x)/f'(x). 

Il est évident que la condition d’applicabilité de la méthode itérative est 
que f'(x) # 0 au voisinage de la racine de l’équation f(x) = 0. 


Théorème. Supposons que sur l'intervalle fermé [a, b] l'équation 
f(x) = 0 admet une racine x = ae ja, bI, la fonction f(x) n'est pas 
nulle et la fonction f(x) est bornée. Il existe alors un nombre à tel que la 
suite des x, obtenue par la méthode de Newton 


JCX,) 
Xn+1 LCR f(x) 


converge pour n — © vers une limite égale à æ si l’approximation initiale 
X) Elæ — à, a + Ô]. 

Ü] Dans le cas considéré, æ est la racine de l’équation x = #(x) si 
(x) = x — f(x)/f'(x). Pour pouvoir appliquer le théorème de la con- 
vergence de la méthode d’itérations, cherchons la majoration de la dérivée 
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p'(x). On a 
: fGIST (x) _ f(x) (x) 
L'(x)P (x) 

La dérivée seconde f ‘’(x) existe sur l’intervalle [a, b], donc la fonction 
f’(x) est continue sur cet intervalle et la fonction [f’(x)} y atteint ses 
valeurs maximale et minimale, c’est-à-dire que [f’(x})]? > m, m est une 
constante. Il est évident qu’on peut choisir m > 0, puisque f(x) # 0 si 
xe[a, b]. En outre, on a par hypothèse |f”"(x)l < M, où M est une cons- 
tante. Ainsi donc 


lp'(x)l < M} 601. 
m 


Comme f(œ) = 0 et la fonction f(x) est continue en x = a, on a 
lim f(x) = 0. Donc pour tout g € ]0, 1[ il existe un 6 tel que el f(x)! < 
< q si lx — œl < 6. Ainsi donc, pour |x — œl < ô,xela, b],ona 
lg’ (x)l < q < 1. Reste à appliquer le théorème précédent. 


Il est évident que lim #’(x,) = 0, par conséquent, la convergence de 
n—® 


la méthode d’itérations est dans ce cas très rapide. 

Outre la méthode des tangentes, on utilise pour le calcul des racines 
d'équations la méthode des cordes, qui consiste à remplacer le graphique 
de la fonction y = f(x) par une droite (corde) passant par les points x;, 
y, = f(x, )etx,, y, = f(x) en lesquels la fonction f(x) est de signes diffe- 
rents. Le point d’intersection de cette droite avec l’axe Ox donne la valeur 
approchée de la racine x. La procédure est ensuite réitérée, avec les valeurs 
x, et x ou x, et x au lieu de x; et x, (il faut veiller à ce que la fonction f(x) ait 
aux extrémités de [x,, x] ou de [x, x, ] des signes différents). La méthode 
des cordes converge souvent plus lentement même que la méthode de la 
fourchette, pour cette.raison nous n’allons pas nous arrêter sur cette ques- 
tüuon. 

Nous avons donc considéré quelques méthodes générales de calcul des 
racines de l’équation f(x) = 0. Si la fonction f(x) est un polynôme, on 
peut se servir d’une méthode spéciale permettant de calculer même les raci- 
nes complexes. 


Exemple. Cherchons la valeur Va par la méthode de Newton. Posant 


x = Va, nous obtenons l’équation x? — a = 0 ; en résolvant cette équa- 
tion, nous aboutissons à la procédure itérative suivante 


ns ee 2 
n+i n 2x 2 n x * 


s* 
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Pour mettre en évidence la rapidité de convergence de la méthode, posons 


a=4 (x = 2), Xo = I. Nous  obtenons : X; = 25, k = 220 


X, = 2 —. . Cette méthode de calcul de Va est largement utilisée dans les 
calculs approchés. 
$ 4. Interpolation 


Dans nombre de cas, la fonction f(x) est donnée par une table (ses 
valeurs sont obtenues comme résultat de mesures ou bien son expression 
analytique est très complexe). Il s’agit de choisir une fonction suffisam- 
ment simple dont les valeurs soient égales aux valeurs tabulaires et aux 
valeurs intermédiaires de la fonction f(x) à une précision voulue près. Une 
telle substitution à la fonction donnée d’une fonction simple s’appelle 
interpolation. Bornons-nous au cas d’interpolation des fonctions par des 
polynômes. Seules seront considérées des fonctions d’une variable. 

Soit une fonction f(x) donnée aux points x,, x,, x, .…, x, . Choisissons 
le polynôme L, (x) à partir des conditions 

L,(x,) = f(x), i =0,1,...,n. 
Puisqu’un polynôme arbitraire de degré m contient m + 1 coefficients 
arbitraires (facteurs des puissances de x), il n’est en général possible de 
satisfaire à la (7 + 1)-ième condition que moyennant un polynôme d’un 


degré non inférieur à #. Montrons que le polynôme L, (x) de degré n défini 
sans ambiguïté par les conditions 


L(x)= f(x), i=0,1,..,n. 


Supposons le contraire, c’est-à-dire qu’il existe deux polynômes L, (x) et 
L, (x) de degré n vérifiant les conditions 
L(xX)=L(x)=/f(xX), i=0,1,::,n. 


Le polynôme L,(x) — L: (x) de degré n s’annulerait alors en 7 + 1 points 
Xp» Xp ++ X, , Ce qui est impossible. Construisons le polynôme Z, (x). Com- 
mençons par construire le polynôme L,, x) de degré ñn vérifiant les condi- 
tions plus simples : 
L, ;%x) = 1, L, ;(x) = 0 pour k # j. 

On montre que dans ce cas le polynôme ZL, (x) = >. Î (x;)L,, ;(X) vérifie 
les conditions nécessaires, c’est-à-dire que sé 

L,(x) = f(x), i=0,1,...,n. 
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Le polynôme L, 5) s’annule en n points x = x, pour k # j et est de 


degré n. Il doit donc se diviser exactement par le polynôme ]] (x — x,), 
ke»j 
autrement dit 
L,, ;@x) = c; [[ (x - x), 


ke) 


où c, est une constante. (Par la notation [](x — x;) on a désigné le pro- 
Ke) 

duit (x — x,)(x — x,).…. (x — :_ 1 )(X — +1)... (X — X,).) La constante 

C; S ’obtient facilement à partir La la il L, @) = |. On trouve 


L,, ;(x) = [I x — X,)/ IT GG — X,), d’où 


ka) ke) 
nñ [IG — x) 
L,(x) = Ÿ fx) 
IG — x 
kæ)j 


Ce polynôme coïncide avec la fonction f(x) aux points x = x,,x;, ...,x, et 
porte le nom de polynôme d'’interpolation de Lagrange. 

Estimons l’erreur que nous commettons en remplaçant la fonction f(x) 
par le polynôme L, (x). Nous avons 


f(x) = L,(x) + R, (x), 


où R, (x) est l'erreur. Supposons, pour estimer cette erreur en un point fixe 
x = x pour x # x;, i = 0, 1, ., n, que la fonction j(x) est continue sur 
l’intervalle fermé [a, b] et admet sur l’intervalle ]a, b[ une dérivée d’ordre 
n + 1, avec x, *e ea, b], K = 0, 1, .…, n. Construisons, d’après les 
points X;, X,, .…, X,, X de ba fonction f (x) le polynôme d’interpolation de 
Lagrange L,., . c’est-à-dire un polynôme de degré nr + 1 satisfaisant 
aux conditions 


Liu) = JG), i=0,1,.,n; L,,.(&) = f@). 
Ce polynôme est de la forme 


II - x) ñ (x — x) [[ (x -— x,) 
—, k=0 ka) 
Lis) = C0) ——— + ) LC) — ——— 
H&-x) GG; — x) I] - x) 


K=0 kæe)j 
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La fonction F(x) = f(x) — L,,,(x) s’annule en nr + 2 points x,, 
Xp». X,, X. En vertu du théorème de Rolle, dans chacun des intervalles 
délimités par ces points, il existe une valeur x qui annule la dérivée F "(x ) : 
F'(c{)) = 0,k = 0,1,...,n, où ce ]a, b[. Mêmes raisonnements pour 
la fonction F”(x) à la place de la fonction F(x), c’est-à-dire qu’il existe des 
points cf) e ]a, b[,k = 0,1,...,n — 1, en lesquels F”(cf)) = 0. Enrai- 
sonnant de cette façon on aboutit à la conclusion qu’il existe un tel point 
ce ]a, bloù F"*+1(c) = 0. Calculons la dérivée [L,, ,(x)](7*+). Les pro- 
duits J[ (x — x,), (x — x) [I (x — xx) sont des polynômes de degré 

k=0 ke) 
n + 1 avec le coefficient de la puissance supérieure égal à 1. On en tire que 
la dérivée d’ordre ñn + 1 de tels polynômes est égale à (7 + 1) !. Donc 


[L,,,G@)07+9 = 


PEN ECS Ce 
[IG — X,) jo (x; — x) [1 — x) 
D! n IT — X4) 
en ES Et E 
IL -— x) re [I - x) 
k=0 ke) 
Hé-x) 
kK=0 X — ZX. — pe 
pUISQUue ——— = — 1 (x — x,) = — (x — x,). D'où 
LL, ,, Gr +0 = D ve L, (x)] = Gr + D'R, (x) 
ILE - x) [II - x) 
k=0 kK=0 


L'égalité Ft"+D(c) = 0 est équivalente à la suivante : 


: n+1) 
R, (x) = ns D (x Xe); ce]a, b[. 
k=0 
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Nous avons obtenu l’estimation de l’erreur commise en remplaçant la fonc- 
tion f(x) par le polynôme d’interpolation de Lagrange L,(x) construit 
d’après les points x,, & = 0, 1, …, n. Le polynôme [I (x — x,) interve- 
k=0 

nant dans l’estimation de l’erreur croît vite avec l’eloignement de x par rap- 
port aux extrémités de l’intervalle contenant les points x, , pour cette raison 
il est déconseillé d’utiliser le polynôme d’interpolation de Lagrange pour 
les valeurs de x situées en dehors de cet intervalle. On emploie le polynôme 
d’interpolation de Lagrange pour #7 = 1 (interpolation linéaire) et pour 
n = 2 (interpolation quadratique). 

Exemple. A l’aide du polynôme de Lagrange construit pour la fonction 
f(x) = sin x en points x = 0, x = 1/6, x = *x/2, chercher la valeur 
approximative de sin (x/4) = V2/2. 


Nous avons 
(x — +/6)(x — x/2) F (x — 0)(x — 7/2) 
= 0)” © © — ————— 
BOPVOE Een (< er — 0)x/6 = +/2) 
, G) (x — 0OJ(x — +/6) _ 1(x/2 — X)x F , *C — 7/6) 
2 /(x/2 — OX(x/2 — x/6) 2  r°?/18 2/18 
On en tire L,(x/4) = 11/16, résultat qui est proche de 
sin (x/4) = V2/2 = 0,7. Puisque (sin x)” = —cos x, nous obtenons 


l’estimation suivante de l’erreur 
R,(x/4) = —(cos c/3 !)(x/4 — O)(x/4 — x/6)(x/4 — x/2),ce ]0, x/21, 
ie. IR, < /1152 < 0,03. 


Exercice. La fonction f(x) est donnée sous la forme d’une 


table : Fe ; ; : ; . Catculer / (2) en utilisant l’approximation qua- 


dratique. 


$ S. Fonctions implicites 


Supposons que les valeurs x et y annulant la fonction F(x, y) [x = 
= (x,, …, X,,), y est un scalaire] appartiennent aux ensembles À et B res- 
pectivement. Si pour chaque x € À la relation F(x, y) = 0 n’est satisfaite 
que par une seule valeur de y, cette relation établit alors une correspon- 
dance entre x e À et y € B. On dit dans ce cas que la relation F(x, y) = 0 
définit implicitement une fonction y = f(x) dont l’ensemble À est le 
domaine de définition et l’ensemble B, le domaine des valeurs. Dans le 
même ordre d'idées, on considère les fonctions implicites y, = f(x), 
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= (x,,...,x,),i = 1,2, .…,/, définies par un système d’équations 
F;(x, y, 2, 9) = 0, ii = 1,2,..., 0. 
Examinons la question d’existence d’une fonction y = f(x) définie 
implicitement à l’aide de l’équation F(x, y) = 0,x = (x,, .…, x). 
Théorème. Supposons que dans un ô-voisinage du point (x,, y,) la fonc- 


tion F(x, y),x = (x,, .…,x,,), est continue et admet une dérivée En véri- 
y 


OF(x, y) 
dy 
FX Yo) = 0. Il existe alors un voisinage du point (xs, yo) dans lequel 
l'équation F(x, y) = 0 définit une fonction continue unique y = f(x) 

vérifiant la condition y, = f(xo). 


Jiant la condition > c> 0, c étant une constante, avec 


[ Comme _ (Xo 0) # 0, la fonction F(x,, y) est strictement 


monotone dans un certain voisinage |y — y,l < ô, < ô. En vertu de 
l'égalité F(x,, y) = 0, les valeurs F(x,, Yo — 60) et FX, Yo + 60) sont de 
signes opposés. Ensuite, les fonctions F(x, y, — 6,) et F(x, y, + 6,) sont 
continues au voisinage du point X0» il existe alors un ô, < ô tel que ces fonc- 
tions gardent leur signe pour 1x — x,l < 6,, c’est-à-dire que les valeurs 
F(Xx, Yo — à) et F(x, Yo + à) Sont de signes contraires pour 
Ix — x,l < ô,. Ainsi donc, en vertu de la continuité de la fonction F(x, y) 
en la variable y pour x fixe, il doit exister dans le voisinage | y — y,l < à, 
un nombre y = f(x) tel que F(x, y) = 0. Montrons que la solution de 
l’équation F(x, y) = 0est unique. Supposons le contraire, c’est-à-dire que 
F(x, y,) = 0et F(x, y;) = 0. On a alors par la formule de Lagrange 


OF(x, y) 


O0 = F(x, »,) — F{x, »,) = à 


O2 — 7), 7e]y,, D 
OF(X, }) 
dy 

Démontrons la continuité de la fonction y = f(x). Supposons qu’à 
l’accroissement Ax correspond l’accroissement Ay. Alors F(x, y) = Oet 
F(x + Ax, y + Ay) = 0, d’où 

0 = F(x + Ax, y + Ay) — F{(x, y) = 
= [F(x + Ax, y + Ay) — F(x + Ax, }y)] + [F(x + Ax, y) — F(x, y)|. 


ce qui n’est possible que si y, = y,, puisque #£ (. 


Or, on a d’après la formule de Lagrange 
F(x + Ax, y + Ay) — F(x + Ax, y) = (x + Ax, f)Ay, 


Je]y, y + Ayl. 
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D'où 
4, = FER) E EC) 


LA + AxXx, ÿ) 
0y 


Comme |— 2 (€ + Ax, ÿ)| > c > 0, on tire de l’égalité précédente que 


Ay — Osi ra — 0, ce qui veut dire que la fonction y = f(x) est continue. 
La condition y, = f(x,) découle de l’égalité F(x,, 0) = 0. M 


Remarque. La condition Es (x, ») > c > 0 peut être remplacée par 
la condition de continuité de la fonction _ (x, y) dans un voisinage du 
point (x;,, yo) et la condition . (xs Yo) # 0. Sous ces conditions, l’exis- 


tence de la dérivée partielle Lo (x, y) pour un certain £ implique celle de 


0x, 
f(x) 
ôx, 


la dérivée partielle =———-. En effet, au cours de la démonstration du théo- 


rème, il a été établi que les accroissements Ay = Af(x) et Ax sont liés par 
la relation 


-Fe + = }) — F(x, 2h 


Ay = Jel]y, y + Ayl. 


SC + Ax, ÿ) 
Soit Ax = A, x (seule . la variable de numéro K)et Ax, — 0. Comme 


dans ce cas Ay — 0 également, l’existence de la dérivée partielle _. (x, y) 
k 


et la continuité de e (x, y) impliquent l’égalité 


im 4/0) L SG) | 


axç-0 AX, . 
= — jm GE + x ») = FC ») TL + A,x, ) = 
Axg — 0, AX, AL 
äy—0 ày—0 


0F OF(X, 
= "2x. (x, ED œ SPC, }) 
X, dy 


Dans le voisinage considéré, la dérivée partielle _ (x, y) # 0, donc la 
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df(x) 
ô 


x 

k 

Déterminons les conditions d’existence des fonctions implicites définies 
par un système d’équations. 


: : .  0F 
fonction est continue si telle est la fonction .. (x, }). 
x 


Théorème. Supposons que les fonctions F:(x, y), i = 1, 2, .…, l, de 
m + l'variables x = (x;,..….,x,),y = (y, …,y,)sont continues et admet- 


tent des dérivées partielles continues 2 dans un voisinage du point 
| j , 

(Xo Yo), OÙ X5 = (Xois +.» Xom)}r Yo = oi > Yor)s AVEC par ailleurs 

F;:(Xo Yo) = 0, et le déterminant I = Det S n'est pas nul en ce point. Il 


existe alors un voisinage du point (x,, yo) dans lequel le système d'équa- 

tions F;(x, y) = 0 définit des fonctions continues uniques y; = f(x), i = 

= 1,2, ...,/, vérifiant les conditions y,; = f;(xo). Si, en outre, existent des 

9F{x, y) 
Ce) 


X£ 


dérivées partielles continues pour un certain k, alors les dérivées 


af; (x) 
0x4 

Ü Comme montré plus haut, le théorème est vrai pour / = 1. Pour 

[ > 1, montrons-le par récurrence, supposant qu’il est vrai pour / — 1 


partielles existent également. 


équations. Le déterminant / = Det FE] n’étant pas nul au point (x;, Yo), 


l’un au moins des mineurs J. pour les éléments de la dernière colonne du 
déterminant doit être non nul en ce point, puisque 


! 
.  0F. 
(— 1)/+: I — 


Supposons, pour fixer les idées, que c’est le mineur J, = Det El i < |, 


j < I. (Tous les raisonnements qui suivent restent en vigueur si ce n’est pas 
le mineur /, qui est non nul, mais un mineur /..) En vertu de la continuité 


des dérivées partielles SL au voisinage du point (Xy Jo), il existe un 


ô-voisinage de ce point dans lequel Z # 0, 1, + 0. 
Considérons dans ce voisinage les / — 1 premières équations F.(x, y) = 


= 0. Comme /J, = Det fs # 0, i < 1, j < I, ces équations définis- 


sent par hypothèse, dans un Certain voisinage du point (Xos Yo), ! — 1 fonc- 
tions implicites des m + 1 variables x = x,, ..…., x,, et y,, c’est-à-dire que 
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Y, = w,(x, y), i < I. Les fonctions #,(x, y.) et . (x, y,) sont continues, 


1 
de plus y; = #,(x; Jon), à < I. Siles fonctions F.(x, y) admettent des déri- 


vées partielles continues a (x, y) pour un certain K, il existe également des 
X£ 


dérivées partielles continues 2 (x, y,). Reste à satisfaire à la dernière 


k 
équation F{x, y) = 0. Portons dans cette équation les expressions de y, 
pour i < /. On a F{x, y) = (x, y,) = 0, où les fonctions (x, y,), 
_ (x, y,) sont continues. En outre, dans le cas d’existence des dérivées 
l 
partielles ones et 2x Res >) pour un certain K, la fonction (x, y,) admet 
k 

] ; ; re: 0 : 

la dérivée partielle continue .” Montrons que y. + 0. En dérivant les 
I 
égalités F,(x, y) = (x, y,), F;(x, y) = 0, où y; = w;(x, y,) pour i < !, 
d’après la règle de dérivation d’une fonction composée on trouve 
1-1 1-1 


0, dF d%; _o 0 , F, de, _ 0 


dy, Le dy; dy, ” ô» Lu dy; 2, 4» 


Multiplions ces égalités respectivement par (— 1)!*iJ. et J, et sommons. Uti- 
lisant les propriétés d’un déterminant, nous obtenons 


l 
.  0F. 0 pour j; < {, 
COTÉES Haut 
Y, I pour j = {, 
im]! 


le premier membre de cette égalité représentant la somme des produits des 
éléments de la colonne de numéro j par les compléments algébriques des 


éléments de la dernière colonne du déterminant 7. On en tire 7 = 1, rs. 


Mais 1, #4 0, I & 0, donc + + Oet l’équation (x, y,) = 0 définit la 


I 
fonction implicite y, = f,(x) dans un certain voisinage du point (xs, Yo). 
La fonction j,(x) est continue. Si, en outre, existent les dérivées partielles 


continues < pour un certain k, il doit exister la dérivée partielle continue 


f(x) 
ox 


, puisque la dérivée partielle — existe sous ces conditions et est 


continue. En substituant l’expression obtenue de y, dans les égalités 
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Y, = p,(x, y,),i < [, on s’assure que dans un voisinage du point (x,, yo), il 
existe des fonctions continues uniques y, = f(x), i = 1, 2, .., {, définies 
implicitement par le système d’équations F:(x, y) = 0, i = 1,2, /. Si, 


: . A : : F4: 
pour un certain K, existent les dérivées partielles continues ——, il doit exis- 


X£ 
ter également les dérivées partielles continues 2 (x). La condition 


Yoi = /:(%) est remplie en vertu des égalités F:(x,, »,) = 0. 


Exercice. Chercher les dérivées première et seconde de la fonction y(x) 
définie par l’équation y — esny = x, 0 < € < I. 


$ 6. Systèmes de fonctions dépendants et 
indépendants 


Soient données, sur un ensemble ouvert À de variation des variables 
(X,, X2, .…, X) = X, des fonctions y, = j,(x), i = 1,2, ...,n, admettant 
des dérivées partielles continues d’ordre un, c’est-à-dire des fonctions dites 
continüment différentiables, ou de classe C'. 


Définition. On dira qu’une fonction y, = f,(x) dépend sur un ouvert 
À des fonctions y, = f(x), i < n,i # k, s’il existe une fonction continü- 
ment différentiable FCy,, y, .…., Yy_ js Yesjs ++ Y,) telle que pour tout 
x e À on a l'égalité y, = F(ÿ,,ÿ, .…., Ye_ 15 Yps ps ces Y,) POUT , = f(x), 
= 1, 2,;::,n. 

Les fonctions y,, y,, .…, y, seront dites dépendantes, ou liées, sur un 
ensemble ouvert À, si l’une d’elles dépend des autres. Dans le cas contraire, 
les fonctions y,, y,, .…., y, sont indépendantes. 


Exemple. Soient u = 1, u = x + y + z. Ce système est lié, puisque 
u = F(v), où F{v) = 1. 


Voyons sous quelles conditions les fonctions sont liées ou indépendan- 
tes. Soient données, sur un ouvert À, des fonctions y, = f(x), x = 
= (x,,...,x,),i = 1,2, ...,n, m > n. Considérons la matrice rectangu- 


laire à éléments # appelée matrice de Jacobi. 
J 

Théorème. Si les fonctions y, = f(x), i = 1, 2, .…, n, sont dépendan- 
tes sur un ouvert À, alors tous les mineurs d’ordre n de la matrice de Jacobi 
sont nuls sur cet ensemble. 

C] Supposons qu’une des fonctions f(x) dépend des autres. En renu- 
mérotant ces fonctions, on peut toujours attribuer à cette fonction le 
numéro n, donc y, = F(y,, …, y,_,) sur l’ensemble 4. En dérivant cette 
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égalité, on trouve 
n—] 


op, = V' &F ë», 
ôx; dy; 0x; 


is] 


df; 


L'égalité obtenue signifie que dans la matrice de Jacobi d’éléments rs = 
J 
_ 2 la ligne de numéro ñn est combinaison linéaire des autres lignes. On 


VERRE . : 
en déduit que tous les mineurs d’ordre ñn de la matrice de Jacobi (ceux-ci 
contiennent toutes les 7 lignes) sont nuls en vertu de la propriété connue des 
déterminants. M 


Enonçons un théorème plus général. 


Théorème. Supposons que n fonctions y, = f.(x) de m variables 
(m > n) admettent des dérivées partielles continues d'ordre un dans un 
voisinage du point x = Xx,. Si tous les mineurs d'ordre s + 1 de la matrice 


de Jacobi [#5 sont nuls dans ce voisinage et s'il existe au moins un mineur 
IX. 


d'ordre s non nul au point x,, alors dans un certain voisinage du point x, les 
fonctions constituant ce mineur sont indépendantes, tandis que les autres 
n — Ss fonctions en dépendent. 

[] Une renumérotation des fonctions f.(x) ou des variables (x;, …, x,,) 
conduit à ce que les lignes ou les colonnes de la matrice jacobienne chan- 
gent de place. On peut donc numéroter les fonctions f(x) et les variables 
(x,, …, x,,) de façon que pour x = x, le mineur non nul A, d’ordre s de la 
jacobienne se trouve dans le coin supérieur gauche 


af. 2h 
8x,  ôx, 

D = asus £ 0 pour x = x. 
Of. ôf, 
8x, 6x 


En vertu du théorème précédent, les fonctions y, = f(x), …., 
y, = J.(x) sont indépendantes dans le voisinage considéré. Reste à prouver 
que les fonctions y,,,(x), .…, y,(x) se laissent exprimer, dans un certain 
voisinage du point x,, par les fonctions y, (x), .…, y,(x). Considérons les 
égalités J.(x) — y, æ f.(x,, .…., X,, Xp +, X,) — y, = 0, i < s. Les 
fonctions F; = f.(x;, .….,x,,Xx.,,, .…, X,) — y; vérifient les conditions du 
théorème sur les fonctions implicites des variables (y,, ..., y,,x,,,,...,x,,) 
données par un système d’équations F; = 0, i = 1, ..., 5, car au voisinage 
du point (x, 3; ..., Xo, m» Vo, 1 --- Vo, s)> OÙ Yo ; = (x), les fonctions F; 
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admettent des dérivées partielles continues d’ordre un et le déterminant 


0F, 9F, 

9x, : 0% = À, 

0, 0F, 

OX, OX, 
n'est pas nul pour x; = x, ;; }; = Yo ;- En considérant les Rio 
FRE …. X ns ;) = 0 dans un certain voisinage du point (x, does X0 mo 
Voir + Vo, | dans lequel A, # 0, on trouve x, = LOn - > Jss 
Xeupr ce Xnh J < 5, OÙ les fonctions Ÿ; sont continues et admettent des 


dérivées partielles continues d’ordre un. En portant les expressions de 
X;, .., X, dans les égalités y, = f,(x,, .…, x,, X,,,, .…, X,,), On trouve pour 
[> squey, = 8,0, Ya... ÿ, Xs4 15  Xm) l > S, les fonctions &, étant 
continues et admettant des dérivées partielles continues d’ordre un. Mon- 
trons que les fonctions &, ne dépendent effectivement pas des variables 


(Xs41s cs XN). D suffit pour cela de montrer que a = 0,Kk > s. En 


k 

appliquant la règle de dérivation d’une fonction composée des variables 

es Vos Xs+ps cs XM), On tire des relations y; = f.(x), i < 5, E,(y1, … 
2 Vs X s+1r °°°) Xm) — Six, A Xs) Xs+1 °..) nu) l > S, où X; = 

= DO cs Vis Xs4 ir cs Xm}sJ < S, POUr K > s, que 


M, D 


= 0 pour i<s, 
0x; 0x, 0x, 


j=1 


D'ALRCAEE 


rl>s. 
OX; 0x, OX, 0x, Sd ' 


j=1 
Explicitons le mineur nul de la matrice jacobienne d’ordre s + 1 : 


D'ARRCALA 


0x, 0x, 0X, 
M. Yi 
0x, 0x, 0x, 


Multiplions l’égalité qui contient les dérivées a et 2 pour i < s, par le 
f k 
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of; 


complément algébrique D. de l’élément Fr qui se trouve dans la dernière 


colonne du mineur À, et multiplions la dernière égalité par le complément 


fr 


algébrique de l’élément , C'est-à-dire par À, . En additionnant les rela- 


tions obtenues et en intervertissant l’ordre de sommation suivant les indices 
I et j, on trouve 


La ip + La |+ Gp sa leur, 
0x, 0x; 0x; Ôx, Ôx, 0x, 
im] im] 


j=i . 


Or, en vertu de la propriété connue des déterminants, la somme 
DE = D, + : A,,j = 1,2, .…, 5, j = k, est égale au déterminant 


SbiEnt ’ partir . A en substituant à la dernière colonne la colonne de 
numéro /, c’est-à-dire que 


Donc se A, = À. Comme dans le domaine considéré de variation des 
k 
variables du problème on a À, + 0, A = 0, alors Li = 0,/>s,k> 5. 
k 
Exercice. Dire si les fonctions u = x +y,u, = y +zu;=7z+x 
sont indépendantes ou liées. 


$ 7. Extrémum local d’une fonction de plusieurs 
variables 


Supposons qu’une fonction y = f(x), x = (x,, .…, x,,), est définie sur 
un ensemble À et x, est le point intérieur de cet ensemble. 


Définition. La fonction y = f(x),x = (x,, .…, x,,), admet au point x;,, 
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Xo = (Xo, 1» + Xo, M); UN Maximum (resp. un minimum) local s’il existe un 
voisinage du point x, dans lequel f(x) < f(x,) (resp. f(x) > f(x). 

Un maximum local et un minimum local portent l’appellation d’extré- 
mum local. Introduisons la notation Af(x,) = f(x) — f(x), Ax = 
= X — X,. La condition d’un maximum (resp. d’un minimum) local s’écrit 
alors : Af(x,) < 0 (resp. Af(x,) > 0) pour lAxi < ô. La condition 
nécessaire d’un extrémum local d’une fonction de plusieurs variables diffé- 
rentiable au point x, se déduit de la condition nécessaire d’un extrémum 
local d’une fonction d’une variable. Il suffit de fixer les valeurs de toutes 
les variables sauf une, X;, en posant x; = Xo ; POUr i # J. Il est évident que 
la fonction en question admet un extrémum local pour X; = Xo, j On 
obtient en définitive la condition nécessaire suivante d’un extréèmum 
f(x) 

ôx, 
égalités devant avoir lieu pour tout ÿ/ = 1,2, …,m. Dans la notation abré- 
gée, cette condition s’écrit : df(x,) = 0. Voyons maintenant quelles sont 
les conditions suffisantes d’un extrémum local. Nous allons supposer que 
la fonction f(x) admet au point x, des dérivées partielles continues d’ordre 
deux. Pour déterminer le signe de l’accroissement A/f(x,) au point x, 
servons-nous de la formule de Taylor avec reste de Peano : 


local d’une fonction de plusieurs variables : = 0 pour x = x,, les 


Af() = df() + à f(x) + o(lAxI?),  IAxl — 0. 


Comme d/f(x,) = 0 au point en lequel la fonction admet un extrémum, on 
a 
1 


Af(x) = à d'f(x,) + o(lAxl?) = 
2 
=. JC) x Ax; + o(lAxl?), IAxl — 0. 
2 0x; 0x; “ 


i, j 
Pour simplifier l’étude du problème, passons des variables x; aux variables 


2 
E = Ax,/lAxl et lAxl. Soit 270) 2 à, alors 
0x; 8x; / 


! 


2 
dj = jy Af(X) = 2 b Gé; + | 


î, J 


où æ — 0 pour lAxl — 0. On a évidemment la relation 1£l = 1, avec 
E = (E,, .…., £,). 


En algèbre lineaire, l’expression @(£) = y y a;;Ë;E; pour a; = a; 
i j 
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s’appelle forme quadratique des variables £;. Il est évident que pour des 

l[Axl assez petits, le signe de A/f(x,) se définit, en règle générale, par celui 

de la forme quadratique w(£). Introduisons quelques définitions concer- 

nant la forme quadratique. La forme quadratique w(£) = D D a; EE; est 
Î  j 


dite : 

1) définie positive si o(£) > 0 pour l£l # O0; 

2) définie négative si @(£) < 0 pour l£l # 0; 

3) semi-définie si Y(E) est une forme quadratique définie positive ou 
négative ; 

4) quasi semi-définie si #(£) prend ou bien des valeurs positives, ou bien 
des valeurs négatives ; 

5) semi-indéfinie si £(£) peut prendre pour l£l + 0 des valeurs aussi 
bien positives que négatives. 


Théorème. Supposons que la fonction f(x) admet des dérivées partiel- 
les continues d'ordre deux dans un certain voisinage du point x,, de plus 
VE) = 0. Si la différentielle seconde en x, 


m 


2 _ 9? f(xo) 
d2f(x9) D En an di dx 
im jui 
est une forme quadratique définie positive ou définie négative des différen- 
tielles des variables indépendantes, alors le point x, est un point de mini- 
mum (resp. de maximum) local de la fonction f(x). Si d'f(x,) est une 
forme quadratique semi-indéfinie, alors la fonction f(x) n'admet pas au 
point x, d'extrémum local. 


[J L’accroissement de la fonction f(x) au point x, est donné par 
l’expression 
lAx 12 


3 [e(E) + al, 


Af(xo) = 


où æ — 0 pour lAxl — 0,£; = Ax;/lAxl, 


2 
El = 1, 6&) = D D hit A = 7. 
i J 


d?f(x5) 
[Axl2 ” 
fait que la forme quadratique d?f(x,) en différentielles dx; soit définie 
positive, définie négative ou semi-indéfinie entraîne la propriété d’être défi- 


On montre que w(£) = 


puisque Ax; = dx;. Pour cette raison, le 


96441 
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nie positive, négative ou semi-indéfinie pour la forme quadratique w(£) en 
les variables £.. A la forme quadratique #(£) il faut imposer la condition 
supplémentaire l£l = 1. 

L'ensemble des points vérifiant l’égalité I£| = 1 est fermé ; par consé- 
quent, la fonction continue w(£) atteint sur cet ensemble ses valeurs maxi- 
male et minimale : @(£”) = Sup PE), EE") = an£ 6). Commençons 


par le cas où w(£) est une forme quadratique définie positive et donc 
p(E£"") > 0. Choisissons ÎAxl assez petit pour que l’on ait 
lœl < (1/2)e(£"") pour lAx!l < 6. On a alors 


2 
af) = 2 (6) + a] > 
lAxl? 
> 5 EC ) — = rE | - 2 PET) > 0 


pour 0 < lAxl < 6, c’est-à-dire que le point x, est un point de minimum 
local. Le cas où w(£) est une forme quadratique définie négative se traite de 
façon analogue. Soit maintenant w(£) une forme quadratique semi- 
indéfinie. On a alors w(£") > 0, #(£”") < 0. Pour des lAxl suffisamment 
petits, on a pour Ë = £’ 


2 
Af(X) = Li LE) + al > 0, 
et pour £ = £” 
2 
Af(X) = me LE") + al < 0, 


c’est-à-dire que A/f(x) peut prendre des valeurs aussi bien positives que 
négatives dans tout voisinage suffisamment petit du point x,. On en déduit 
que x, ne pas être point d’extrémum local. 

Signalons que le cas où d?/f(x,) est une forme quadratique quasi semi- 
définie nécessite une étude supplémentaire. 

Voyons quelles sont les conditions suffisantes pour qu’une forme qua- 
dratique soit semi-définie ou semi-indéfinie. Soit la forme quadratique de 
deux variables 


PE) = aËf + 246,8, + a Es. 
Pour a, # Oona 


e(E) = a, (e re 2 #, ) . Gin — 41 E2. 
a; 11 


On voit de cette expression que pour 4,,a,, — af, > 0 la forme quadrati- 
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que est semi-définie, étant définie positive pour a,, > Oet définie négative 
pour a,, < 0. 

Si a,,a,, — a?, < 0, la forme quadratique est semi-indéfinie. On peut 
montrer que cette assertion est également vraie pour a, = 0. Donc, une 
fonction de deux variables z = f(x, y) admet au point (x,, y,) un maxi- 


x of of 02f 0f _ 02f |]? 

l’ — = — = 0, — Oet 
mum si l’on a en ce poin . y BxT 7 x dy >0e 
of of of 02f 9?f d2f  \2 0?f 

<0; ssl > 0, —— > 0 
ox? DRE T A 0x dy ox? dy? ( 0y ) ox? 
; 02f 02f 
le point x, = y, est un point de minimum, tandis que pour —— -——— — 
0x? dy? 
9?f \? 3 : 
— ( x à ) < Ole point (x,, y,) ne sera pas point d’extrémum. 


Dans les cours traditionnels d’algèbre linéaire (voir, par exemple, 
G. Acher, G. Gardelle, A/gèbre linéaire, Dunod, 1983) sont mentionnés les 
critères suffisants suivants pour qu’une forme quadratique de plusieurs 
variables soit semi-définie (critère de Sylvester) : la forme quadratique 


p(E) = > L Gkik;, d;; — d;;, 


est définie positive si tous les mineurs principaux À,, 4,, … de la matrice 
A = la; | sont > O0. Ici 


à di, A2 dy 
_ e 11 Gi ” 
Aj = dy A3 = Re ; A3 = |, 4 a3|, 
21 42 
dy, dy y 


Si, par contre, on a (—1)'4; < 0, la forme quadratique est définie néga- 
tive. Le critère de Sylvester permet également d’établir les conditions suffi- 
santes du minimum (du maximum) d’une fonction de plusieurs variables. 


8 8. Extrémum lié d’une fonction de plusieurs 
variables 


Traitons la question de l’extrémum d’une fonction f(x, y)dem+n 
variables, x = (x,, .….,x,,),y = (y,, .…, y,), supposant ces variables sou- 
mises en plus à #7 équations de liaison F:(x, y) = 0,5 = 1,2,...,n 


Définition. On dit qu’une fonction f(x, y) de ñn + m variables admet 
au point (x,, Yo) vérifiant les conditions de liaison F:(x,, »,) = 0, i = 
= |, …, n, un maximum (resp. un minimum) relatif si l’inégalité 
(x, ») < SX Yo) (resp. f(x, y) > f(x Yo) a lieu dans un voisinage du 
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point (x;, },) pour tous les points (x, y) vérifiant les équations de liaison 
F,(x, }) = 0. 


Cherchons les conditions suffisantes d’un extrémum lié de la fonction 
f(x, >) au point (x,, y,). Supposons qu’au voisinage du point (x,, y.) les 
fonctions F:(x, y) admettent des dérivées partielles continues d’ordre un, 


, : 0F. | | à 
le jacobien Det | étant non nul en ce point. Alors dans un certain voi- 
y. 


sinage du point (x,, },) on peut déterminer les fonctions implicites 
}, = @;,(x) à partir du système d’équations F:(x, y) = 0. En portant les 
valeurs trouvées des y; dans la fonction f(x, y), on réduit le problème à la 
question de savoir si existe un extrémum de la fonction des variables (x,, 
X3 «.. Xn). Un tel procédé de recherche des points d’extrémum présente 
certains inconvénients : la résolution du système d’équations F:(x, y) = 0, 
i = 1,2,...,n, est une tâche ardue ; le problème n’est plus symétrique par 
rapport aux variables x et y. On simplifie quelque peu le problème en consi- 
dérant les différentielles des fonctions f(x, y) et F:(x, y). Egalons à zéro la 
différentielle de la fonction f(x, y) au point (x,, y,), tout en tenant compte 
du fait que les variables y = (y,, y,, …, y,) sont des fonctions des varia- 
bles (x,, x, …, x,,) : 


df = Ÿ dx + D ay. = 0. 
ôx, dy, ! 
k=] j=1 


Les différentielles d y; sont des fonctions des différentielles dx, . Pour cher- 
cher le lien qui existe entre ces deux différentielles servons-nous des équa- 
tions de liaison F:(x, y) = 0. Nous avons 


D 0F F. 
dF; = me D a = 0 pour X = Xp Ÿ = Vo: 
l 


k= j=i 


Résolvant ces équations par rapport aux différentielles dy,, ..…, dy, (ce 
qui est toujours possible grâce au fait que Det A # 0 } et portant les 


valeurs trouvées dans les expressions de la différentielle d/f, on obtient les 

égalités de la forme Ÿ° 4,dx, = 0. Se basant sur l’indépendance de varia- 
K=] 

tion des différentielles dx,, .…., dx,,, on en tire que les conditions nécessai- 

res d’existence d’un extrémum sont de la forme : 4, = 0, k = 1,..., m. 

Le procédé exposé de recherche des conditions nécessaires d’un extrémum 
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hé de la fonction f(x, y) est dépourvu de la symétrie par rapport aux varia- 
bles x et y. 

Passons à une méthode de recherche des conditions nécessaires d’un 
extrémum lié préservant la symétrie par rapport aux variables x et y. Elle 
s’appelle méthode des multiplicateurs de Lagrange. Muiltiplions les égalités 
pour les différentielles dF; par un certain facteur X, et additionnons les 
expressions de d/ et À,dF:. Nous obtenons en définitive qu’au point 
(Xo Yo) d’un extrémum local, où x, = (Xo, -. Xom) Yo = Dors +++ Vor) 
ont lieu les égalités 


df + Ÿ AG, = 48 = PE à  4y,= 0, 
0x, dy, 
im 1 j= 


où D = (x, y) = f(x, y) + D A F.(x, y). Choisissons les multiplica- 
is] 

teurs À,, .…, À, à partir des conditions 94/0y, = 0, c’est-à-dire à partir des 

équations 


Ces équations sont résolubles par rapport aux À,, À, .…, À,, puisque 
Det | £ 0 pour x = x,,y = y,. Avec les valeurs choisies des multipli- 


cateurs “ on arrive aux égalités 


df + DELIE 4x, = 0.. 
Ôx, 
im] K=]1 


Les différentielles dx,, dx,, .…, dx,, étant indépendantes, on tire de ces 
égalités que de = (0. Les conditions nécessaires d’un extrémum local lié de 
x 


k 
la fonction f(x, y) en présence des liaisons F:(x, y) = 0 s’obtiennent de la 
façon suivante : on considère une fonction de Lagrange (x, y) = 


= f(x, >) + y A;F:(x, y), où X, sont des constantes ; les conditions 


nécessaires d’un extrémum local de la fonction (x, y) sont comme d’ordi- 
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naire les suivantes : 


Cs 0 Le L 2 7m: =); led: 
ëx, 


Pour déterminer les multiplicateurs À; on ajoute à ces conditions les équa- 
tions de liaison F(x, y) = 0, i = 1, …, n. On obtient au total 2n + m 
équations pour chercher les 2n + m inconnues (x,, …, x,,), (ÿ,, ..…., y,), 
(À,, .…., À,). Les conditions obtenues sont symétriques vis-à-vis des varia- 
bles x et y. Par conséquent, on peut remplacer dans la condition 


Det il # 0 les variables (y,, ..., y,) par n’importe quelles variables n 


choisies dans les collections (x,, ..., x,,,y,, .., y, ), c’est-à-dire qu’il suffit 
de considérer que les fonctions F:(x, y) sont indépendantes. 


Voyons quelles sont les conditions suffisantes d’un extrémum lié. Nous 
allons considérer que les conditions nécessaires d’un extrémum lié sont 
remplies au point (xo, Yo). Supposons qu’au voisinage du point (x,, Yo) les 
fonctions f(x, y) et F.(x, y) admettent des dérivées partielles continues 
d’ordre deux. Servons-nous des conditions suffisantes d’un maximum 
(d’un minimum) local d’une fonction de plusieurs variables f(x) au point 
x = X,: la différentielle première d/f(x,) = 0, et la différentielle seconde 
d2f(xo) < 0 (resp. d?f(x,) > 0) si l’une au moins des différentielles 
dx; # 0. Si l’on veut chercher les conditions suffisantes d’un maximum 
(resp. d’un minimum) lié de la fonction f(x, y) en présence des conditions 
de liaison F:(x, y) = 0, on peut procéder comme suit : on détermine les 
fonctions implicites y, = w,(x), i = 1, .…, n, à partir des équations 
F,(x, y) = 0 ; la fonction f(x, y) devient alors, après substitution des 
valeurs obtenues (y,, .…., y,), une fonction des variables (x,, :.., x,,). Reste 
à appliquer les conditions suffisantes d’un maximum (d’un minimum) 
local d’une fonction de m variables. Comme F:(x, y) = 0, on a 
d2F.(x» Yo) = Det donc d'f(x» Yo) = d' (xs Yo), où P(x, y) = fx, y) + 


+ Ÿ À;F;Q, y) est une fonction de Lagrange. 
i=1 


Nous allons considérer que les conditions nécessaires d’un extrémum lié 
sont remplies. On a alors 


OX, 


d'æ = d{db] = d 
[ ] ” 2 dy, J 
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ñ 


_ _ Y; 0» _ y; 
Au point d’extrémum (xs, yo) le dernier terme disparaît puisque 
0 
ôy; 
dE (Xe Yo) S’exprime par la même formule que dans l’hypothèse que les 


variables x et y sont indépendantes. 
Ainsi donc 


(Xo Yo) = 0. On voit donc qu’au point d’extrémum la différentielle 


| Ox, 9, dy; 
=! =) 


c’est-à-dire que l’expression d'h(x,, Yo) est une forme quadratique par rap- 
port aux différentielles dx,, .…, dx,, ; dy,, .…, dy, . Si cette forme quadra- 
tique est définie positive ou définie négative, alors le point (xs, y,) est un 
point de minimum (resp. de maximum) local de la fonction f(x, y) pour 
des conditions de liaison supplémentaires F;(x, y) = 0,i = 1,...,n.Sila 
forme quadratique de d'(xs, Yo) n’est ni définie positive, ni définie néga- 
tive, une étude supplémentaire s'impose. Exprimons les différentielles 
dy,, …, dy, par les différentielles dx,, .…, dx,, en nous servant des rela- 
tions dF;(xo, Yo) = 0, c’est-à-dire des relations 


dy, = 0, i1=1,...,n. 


(Ces relations découlent des équations de liaison F:(x, y) = 0.) Portant les 
valeurs trouvées des différentielles dy,, .…, dy, dans l’expression de 
d'b(xs Jo), on s’aperçoit que cette dernière expression devient la forme 
quadratique par rapport aux différentielles dx,, .…, dx,, . Si cette forme est 
définie positive ou définie négative, le point (x,, },) est un point de mini- 
mum (resp. de maximum) relatif de la fonction f(x, y) pour des conditions 
de liaison supplémentaires F:(x, y) = 0 ; si la forme est semi-indéfinie, le 
point (X5 Jo) n’est pas un point d’extrémum local de la fonction f(x, y). 


Exemple. Etudier la fonction z = x + y ; dire si elle admet un extré- 
mum lié sous la condition xy — 1 = 0. 
1T procédé. Comme xy = 1,onay = 1/xetz = x + 1/x. D’oùon 
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déduit qu’aux points d’extrémum z° = 1 — 1/x2? = 0, donc x = 1, 
y = letx = —1,y = —]1 sont des points d’extrémum. Le point (1, 1) est 
un point de minimum puisque dans ce pointon az” = 2/x° > 0; lepoint 
(— 1, — 1) est un point de maximum, car z°” < 0. 
2° procédé. Composons la fonction de Lagrange : 
P(X, y) = x + y + ÀA(xy — 1). 
.  . 1. : .. 0 0% 
Les points d’extrémum se définissent à partir des conditions 3x - 3y = 0, 
xy = 1, qui s’écrivent dans notre cas comme suit : 1 + Ày = O0, 
1 + Àx = 0, xy = 1. On en tire —X = 1/y = 1/x, 1/7 = 1, c.-à-d. 
À = +1. Les points d’extrémum sont x = 1,y = letx = —1,y = —1. 
Calculons db(x, y). On a db = +2X dx dy. La forme quadratique est 
semi-indéfinie. Exprimons la différentielle dy moyennant dx à partir de 
l’équation de liaison xy = 1 : 
ydx +xdy =0, dy = -— = dx = —dx. 


On en déduit db = —2X dx. Pour À = —1 on a d > 0 et pour 
À = +1, db < 0, c’est-à-dire que (1, 1) est un point de minimum et 
(— 1, — 1), un point de maximum. | 

Considérons à titre d'exemple d’application de la théorie de l’extrémum 
lié la question des plus grande et plus petite valeurs d’une fonction de plu- 
sieurs variables sur un ensemble borné fermé. Si une fonction continue 
f(x) est donnée sur un ensemble borné fermé, elle atteint sur cet ensemble 
ses valeurs maximale et minimale. Pour connaître ces valeurs, il faut déter- 
miner les extrémums locaux ou bien aux points intérieurs, ou bien aux 
points frontières, et comparer leurs valeurs (sont frontières les points dans 
tout voisinage desquels on trouve à la fois des points intérieurs à l’ensemble 
et des points qui lui sont extérieurs). La procédure de recherche d’extré- 
mums locaux aux points intérieurs d’un ensemble, à condition d’imposer 
certaines restrictions à la fonction f(x), a déjà été considérée. Montrons 
maintenant comment on trouve les extrémums locaux aux points frontiè- 
res. Pour simplifier les raisonnements, bornons-nous au cas de trois varia- 
bles. Soit une fonction u = f(x, y, z) et supposons que la frontière du 
domaine de variation des variables x, y, z est donnée par l’équation w(x, y, 
z) = 0 ; supposons aussi que les fonctions f(x, y, z) et w(x, y, z) admet- 
tent des dérivées partielles continues d’ordre deux. Le problème se réduit 
au suivant : chercher les points de maximum ou de minimum de la fonction 
u = f(x, y, z) à la condition w(x, y, z) = 0. C’est bien là un problème de 
recherche d’un extrémum lié. 


Exercice. Déterminer la plus grande et la plus petite valeurs de la fonc- 
tion u = x + y + z sachant quex? +7y?2<27< 1. 


CHAPITRE 6 


CALCUL INTÉGRAL DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE 


& 1. Intégrale indéfinie 


Soit f(x) une fonction différentiable d’une variable. Nous savons déjà 
calculer la dérivée f(x). Posons le problème inverse : connaissant la fonc- 
tion f(x), la dérivée d’une fonction F(x), F’(x) = f(x), reconstituer la 
fonction F(x). La fonction F(x) s’appelle fonction primitive (ou primitive 
tout court) de la fonction f(x) sur l’intervalle ]a, bf{ si en tout point de cet 
intervalle la fonction F(x) est différentiable et F°(x) = f(x). Au lieu de 
l'intervalle ]a, b[ on peut considérer un intervalle semi-ouvert. 


Exemple. La fonction F(x) = (2x + 1)? est pour xe ]—-®, œ[ une 
primitive de la fonction f(x) = 4(2x + 1) ; la fonction F(x) = Arc sin x 
est une primitive de la fonction f(x) = 1/V1 — x2?sur l'intervalle ]— 1, 1[. 

Posons la question de savoir si une fonction admet une primitive uni- 
que. Soient F,(x) et F,(x) deux primitives d’une fonction f(x) sur un inter- 
valle ]a, b[. On a alors F;(x) = f(x) et F;,(x) = f(x) sur Ja, bT, donc 
[F,(x) — F,(x)] = F;(x) — F; (x) = 0 et la fonction F(x) = F,(x) — 
— F,(x) est une constante : F(x) = Cet F;(x) = F,(x) + C. D'autre 
part, si C est une constante arbitraire et F,(x) est une primitive de la fonc- 
tion f(x) sur l’intervalle ]a, b[, F,(x) + C est évidemment une autre pri- 
mitive de la fonction f(x) sur l’intervalle Ja, bf. Ainsi donc, toutes les pri- 
mitives de la fonction f(x), x € ]a, b[, sont contenues parmi les fonctions 
de la forme F,(x) + C, où C est une constante arbitraire. 

L’ensemble des primitives de la fonction f(x) porte le nom d’intégrale 


indéfinie de f(x) et se note HCx) dx. Le signe Î (somme) symbolise l’inté- 
grale, l'expression f(x) dx et la fonction f(x) s’appellent respectivement 
expression et fonction à intégrer, ou expression et fonction sous le signe 
somme ou sous le signe d’intégration. 

On écrira Hf (x) dx = f20x) dx si des primitives correspondantes 
quelconques diffèrent d’une constante : F,(x) = F,(x) + C. La question 
d’existence des primitives sera traitée plus loin, pour le moment on se bor- 
nera à remarquer qu’une fonction f(x) admet une primitive si f(x) est une 
fonction continue. 
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Signalons les propriétés évidentes suivantes de l’intégrale indéfinie : 

1° d (f(x) dx) = f(x) dx. 

2° (dF(x) = F(x) + C. 

3° (Le/10x) + Cf2(x)] dx = c, (fix) dx + c, (0x) dx. 

En particulier, pour c, = c, f,(x) = f(x), f,(x) = Oona {cf (x) dx = 
= C (x) dx. Les propriétés indiquées découlent des propriétés correspon- 
dantes de la dérivée et de la définition de l’intégrale indéfinie. 


On trouvera ci-bas une fable des intégrales indéfinies de quelques fonc- 
tions élémentaires (la constante arbitraire est omise) : 


xetl 
Pres , œ %# —1. 2) [= in 
0 x 
a* dx = A 4) {sin x ax = —COS X. 
dx 
S) | cos x dx = sin x. 9 | >= = 8x. 
COS“ X 


sin? x 
dx _ ÇArcsinx, 
— Arc cos x. 


9) 


à 
dx 
D (ae = —cotgx 
== 
Ê 


. _ ÇArctgx, 
— Arc Cotg x. 


ae . In 1x + Vx?+ 11. 


1x2 2 | — 


= th x. 


13) |chx dx = shx. 14) 
ch< x 


= —çoth x. 
sh? x 
L'intégrale d’une fonction élémentaire n’est pas toujours une fonction 


N Æ,=;mf ti] 1 [sh x dx = chx 


je ; a : sin x R 
élémentaire ; en particulier, il est prouvé que | —— dx n’est pas une fonc- 
x 


tion élémentaire. 
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$ 2. Intégrale définie 


La notion de primitive a été définie au $ précédent d’une façon non 
constructive, uniquement à l’aide de l’opération inverse de la dérivation. 
Un des procédés constructifs de calcul de la primitive d’une fonction don- 
née f(x) s’appuie sur la notion d’intégrale définie. 

Supposons que la fonction f(x) est donnée sur un intervalle fermé 
[a, b],a < b. Désignons par R la subdivision de l’intervalle [a, b] à l’aide 
des points distincts xp, Xj, X2, -.., X,, OÙ 4 = X << X] < X2 < … 
… <X, = b, enn intervalles partiels [x;,,x;,,],i = 0,1,...,n — 1, d’une 
longueur Ax, = x;,, — x;. La somme 

n-1! 
SRE) = f(Eo)AXo + E,)AX, + … + f(E,_,)AX,-, = D} J(E;)Ax;, 
i=0 


£;e [x;, X;41); E _ (Eo £ …. E,-1); 


porte le nom de somme intégrale de la fonction f(x) correspondant à la 
subdivision R de l’intervalle [a, b] et au choix donné des points E£, à l’inté- 
rieur des intervalles partiels. 

Notons A = max AXx:. 


Définition. Le nombre S s’appelle limite des sommes intégrales lorsque 
A — 0 si pour tout nombre & > 0 il existe un ô = ô(e) > 0 tel que pour 
toute subdivision R satisfaisant à la condition À < à et tout choix des 
points £; sur les intervalles [x;, x;,,] on a l'inégalité 1SL(E) — SI < € 
(notation :S = lim Sr) 


Définition. La fonction f(x) s'appelle Riemann-intégrable sur l'inter-' 
valle [a, b] si les sommes intégrales de cette fonction convergent lorsque 
A — 0 vers une limite finie S. Cette limite S s’appelle intégrale définie de la 


b 
fonction f(x) sur l’intervalle [a, b] ( notation 0 [fCx) dx ). 


Donnons l’interprétation géométrique de l’intégrale définie. Traçons le 
graphique de la fonction f(x) et supposons que f(x) > 0 pour x e [a, b]. 
La quantité f(£:)Ax; est égale à l’aire du rectangle de côtés f(£;) et Ax;. La 
somme SL (E;) est donc égale à l’aire de la figure en escaliers composée de 
tels rectangles (cette figure est hachurée à la figure 10). En faisant tendre A 


bd 
vers 0, on trouve que l’intégrale f(x) dx est égale à l’aire de la figure cur- 


(CH. 6 


7 


LLLLDDD 


viligne délimitée par les droites x = a, x = b, y = 0 et la courbe 
y = f(x). Si l’on abandonne la restriction f(x) > 0, on peut toujours 
donner à l’intégrale définie la même interprétation en convenant supplé- 
mentairement de compter avec le signe moins la partie de l’aire de la figure 
curviligne située au-dessous de l’axe Or. 

Indiquons quelques conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité 
des fonctions. 


Théorème. Si une fonction f(x) est intégrable sur un intervalle [a, b], 
elle est bornée sur cet intervalle. 

CO Supposons que la fonction f(x) est intégrable sur l’intervalle {[a, b] 
et n’est pas bornée sur un intervalle [x,, x,,,], un élément de la subdivi- 
sion R de l’intervalle [a, b] en intervalles partiels [x;, x;,,], i = 0, 1, … 
…,nñn — 1. Soit Z,(£) une partie de la somme intégrale S,(£), partie corres- 
pondant à tous les intervalles partiels de la subdivision R sauf l’intervalle 
[x,,x,., 1]. Alors SL(£) = ZLR(E) + J(E,)AX,, où ë, e [x,, X4,,]. La fonc- 
tion f(x) n’étant pas bornée sur l’intervalle [x,, x,,,], on peut toujours 
choisir le point £, de façon à satisfaire à l'inégalité 
If(E.)Ax,! > © + 17.(E)l pour tout c > 0. On a dans ce cas 


ISRE) = RCE) + FELDAXLI > 1fEL)AXET — MR(E) > c. 


Le nombre c étant arbitraire, les sommes S,(£) ne peuvent pas converger 
vers une limite lorsque A tend vers 0. La contradiction obtenue démontre le 
théorème. 


Nous avons formulé la condition nécessaire d’intégrabilité des fonc- 
tions. Pour énoncer les conditions suffisantes, nous aurons besoin de la 
notion de somme de Darboux. 


8 3. Sommes de Darboux. Intégrales de Darboux 


Si dans l’expression de la somme intégrale on remplace j(£;), £,e 
e [x;,x;,.), par M; = sup JG) ou m; _ inf f(x), on obtient les 
Te 
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sommes de Darboux supérieure et inférieure respectivement 


n—1 n—1 
= Ÿ M;Ax,, SRk= ÿ m;Ax;. 
im0 


i=0 
Comme Ax, > Oetm, < f(E;) < M,, alors SL, < SRE) < SR Si les som- 
mes SL et S R Convergent pour À — 0 vers des limites égales, indépendantes 
de la subdivision R, alors la dernière inégalité, le théorème de comparaison 
des limites aidant, permet d'affirmer que les sommes intégrales convergent 
vers une certaine limite S. Montrons que la condition d’existence et d’éga- 
lité ds limites lim SR et lim Sk peut être remplacée par une condition plus 


faible d’existence et de nullité de la limite lim (Se — SR). Introduisons 


quelques notations utiles. 

Soient R, et R, deux subdivisions de l’intervalle [a, b]. Si R, s’obtient à 
partir de R, par l’adjonction de nouveaux points de division, on écrira ce 
fait comme R, C R,. Soient maintenant R, et R, deux subdivisions quel- 
conques de l’intervalle [a, b]. On dira d’une subdivision R, qu’elle est réu- 
nion des subdivisions R, et R, si l’ensemble des points de division de R, est 
la réunion des points de division de R, et R, (notation : R;, = R, + R,).Il 
est évident que R, C R;, R;, C R;. Suivons le comportement des sommes 
de Darboux au changement de subdivision. 


Théorème. Les sommes de Darboux possèdent les propriétés suivantes : 

1) st R, C R;, alors Sr, > > Sr,» SR, < SR, ; 

2) Sr, < S R, POur des subdivisions R, et R, arbitraires. 

0 1. ‘Bornons-nous au cas où la subdivision R, s'obtient de la subdivi- 
sion R, par l’adjonction d’un seul point X dans l’intervalle [x,, x,, ,] (le cas 
général s’en déduit par répétition de la procédure mentionnée plusieurs 
fois). Tous les termes de la somme S R, Seront inchangés par introduction de 
ce point supplémentaire, sauf le terme M,(x,,, — x,) qui sera remplacé 
par la somme M{(X — x,) + M{"(x,,, — X), où M, = sup (x), 

XELXg 
M, = 3UP f'@). CommeM, <M,,M/ <M,,onaM,(£ — x,) + 
Z Xk+] . 
+ Mj° e. — À) < Myxes, — x) et donc Se, < Sr. La démonstra- 
tion dans le cas des sommes de Darboux inférieures est parfaitement analo- 
gue. 

2. Soient R, et R, deux subdivisions arbitraires de l’intervalle [a, b] et 
R,=R, + R,. PuisqueR, C R;,R;CR;,onaSg < SR, < Sr, < SR, 
Nous avons utilisé le fait que pour une même subdivision la somme de Dar- 
boux inférieure ne dépasse jamais la somme supérieure (puisque m, < M). 
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Ainsi donc, toutes les sommes de Darboux supérieures sont bornées 
inférieurement, ou minorées, et toutes les sommes de Darboux inférieures 
sont bornées supérieurement, ou majorées. Il existe donc la borne infe- 


rieure inf Sx = S et la borne supérieure sup Sk = S. Les quantités SetS 
s’appellent respectivement intégrale supérieure et intégrale inférieure de 


Darboux de la fonction f(x) sur l’intervalle [a, b]. Pour toutes subdivi- 
sions R, et R, de l’intervalle [a, b], il découle de la définition des intégrales 


de Darboux et de l’inégalité S, > S,. les inégalités suivantes Sr > S > 
> S > SR, (cf. la fin du $ 3, chap. 1). 


8 4. Conditions d’intégrabilité des fonctions 
Voyons quelles sont les conditions d’intégrabilité des fonctions. 


Théorème. Pour qu’une fonction f(x) bornée sur un intervalle [a, b] 
soit intégrable sur cet intervalle il faut et il suffit que, quel que soit £ > 0, il 
existe un à = ô(e) > Otelque0 < Sr — Sp < E, si À < 6 indépendam- 
ment de la subdivision R de l'intervalle [a, b] ( A = max 4x; } ou, en 


abrégé : : 
lim (Se — Se) = 0. 


Ü Nécessité. Supposons que la fonction f(x) est intégrable sur l’inter- 
valle [a, b]. Cela veut dire que, pour tout €, > 0, il existe un 
Ô = Ô(E,) > O0 tel que ISL(E) — SI < €, si A < à quel que soit le choix 


d 
des points #; (ici S = x) dx). En choisissant les points £; de deux 


façons différentes : £, = Ê.et£, = E,,ona 
SRE) — SRE = IISRE) — 51 + LS — SRE < 
< ISRCE) — SI + ISRCE) — SI < 2e, si A < 6. 
Puisque M; = SUP (x), m;, = inf ‘ (x), 1l doit exister sur l’inter- 


te Xj+1 Pr Xi+1 
valle Lise 1] des points Fe t£. tels que M. — SE;) < €, J(E,) — m;< €]. 
Avec ce choix des points Ë. et£;ona 


Sr — SRE) = Y [M - fÉAx;, < &,(b — a), 


i=0 


SR(E) — SR = y U'E;) — m;]jAx; < e,(b — a), 
f=0 
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d’où 
0 < Sr — Sr = [Sr — SRE + (SRE) — Sr] + 


+ [SRÈ) — SRE) < E(b — a) + e,(b — a) + 2e, = 
= €,{2 + 2(b — a). 


Soit € > O arbitraire. Choisissons €, à partir de la condition 
Ef2 + 2(b — a)] = €. Onaalors0 < S, — Sk < € pour A < 6, c’est-à- 
dire que lim (Sr — Sr) = 0. 


Suffisance. Soit lim (Sr — Sr) = 0. CommeS, <S<S< Sr, on 


aS — S< S, — S}(S et S sont respectivement les intégrales de Darboux 


supérieure et inférieure de la fonction f(x) sur l'intervalle [a, b}]). Le 
second membre de l’inégalité tend vers zéro lorsque A — 0, tandis que le 


premier membre ne dépend pas de A, donc S = S = S (S est la notation 
commune à S et S). Considérons la quantité |SL(£) — Sl, où SL(E) est la 
somme intégrale. Puisque S, < SRE) < Se et Sr < S< Se, On a 
ISRE) — SI < Se — Sr. Mais lim (Se — Sr) = 0, alors pour tout 
e > O0 et toute subdivision R de l'intervalle [a, b], il existe un nombre 
ô = Ô(E) tel que pour À < 6 soit satisfaite l’inégalité 0 < Se — Sx < €. 
Mais dans ce cas on a pour À < 6, ISLR(E) — Si < Sr — Sr < €, C’est-à- 
dire que lim Se(£) = $S. E 


Remarque. La condition lim (Se — Sr) = 0 admet une écriture plus 
commode. Soit 
w,=M;-m;= sup p&) — inf fx) = 


xelx;, Xi41 x'elxi. Xi, 


= sup f(x) — f(x )]. 
X x clx;. Xi+ 1 
En intervertissant dans cette expression x et x’, on trouve w, = 


= sup x”) — f(x)]. Comme If(x) — f(x°)l = max (f(x) — 


x, x'elx; Xj+ 1l 
— f(x°)], J(x°) — f(x)]}, on peut obtenir pour w; une expression plus 
symétrique : 
Wj = SUP LG) — fQL. 
1 


x, x'efx, x;, 


La quantité w, s’appelle oscillation de la fonction f(x) sur l’intervalle 
Ex, X4 1]. 
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L'égalité lim (Se — Sr) = 0 est équivalente à la suivante: 


a 
n—1 : 


: . 
lim Ÿ w;Ax; = 0. 
à—0 «4 0 
[A 2 
Arrêtons-nous sur les corollaires du théorème que nous venons de 
démontrer. 


Corollaires : 1. Une fonction f(x) intégrable sur un intervalle {a, b] 
l’est sur tout intervalle {c, d] C [a, b]. 

2. Si la fonction f(x) est intégrable sur un intervalle [a, b], la fonction 
lf(x)! est également intégrable sur cet intervalle. 

3. Si f(x) et g(x) sont deux fonctions intégrables sur un intervalle 
[a, b], alors sont également intégrables sur cet intervalle les fonctions 
CJ(x) + cg(x) (c, et c, sont des constantes arbitraires), f(x)g(x) et 
aussi la fonction f(x)/g(x) sous la condition supplémentaire 
Ig(x)l > k > 0. 

Ü 1. Soient R° une subdivision arbitraire de l'intervalle [c, d] C 
C [a, b],et Se: et S: les sommes de Darboux supérieure et inférieure pour 
la subdivision R°. Complétons la subdivision À ” de l’intervalle [c, d] en 
une certaine subdivision R de l'intervalle [a, b] en ajoutant des points de 
division supplémentaires hors de l’intervalle [c, d] de façon que la lon- 
gueur maximale A des intervalles partiels sur [a, b] ne dépasse pas la lon- 
gueur maximale des intervalles partiels sur [c, d]. 

Soient S, et Sk les sommes de Darboux supérieure et inférieure pour la 

n—1 
subdivision R de l'intervalle [a, b]. L'expression de S, — S? = Ÿ w;Ax; 
i=0 

diffère de l’expression analogue correspondante de S,. — Sk- par des ter- 
mes supplémentaires du type w;Ax; relatifs aux intervalles partiels exté- 
rieurs à [c, d]. Commew, > 0, Ax; > 0,onentire0 < Sr. — Sp-< Se — 
— S,. La fonction f(x) est intégrable sur l’intervalle [a, b], donc im(Sk _ 
— Sk) = 0 et l’on déduit de l’inégalité précédente que la condition d’inté- 
grabilité de la fonction f(x) sur l’intervalle [c, d] est remplie : 


lim (Sr: — SR) = 0. 


2. Soit w, l’oscillation de la fonction f(x) sur un intervalle partiel [x;, 
X;,1] de la subdivision R de l'intervalle [a, b]. Majorons l’oscillation w; de 
la fonction |f(x)! sur cet intervalle. Comme lf(x)l — If(x') < 1f(x) — 
— f(x’)! pour x, x’e[x;, x;,,], on a w, < w,. Donc de la condition 
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d’intégrabilité de la fonction f(x) sur l’intervalle [a, b] 


n—1 


lim L w;,AXx; = 0 


découle celle d’intégrabilité de la fonction lf(x)l sur le même intervalle 
[a, b] 


n—1 


TOME = (. 


3. Soient f(x) et (x) deux fonctions intégrables sur l’intervalle [a, b] 
et w,, w; les oscillations des fonctions f(x) et g (x) sur l’intervalle partiel [x;, 

“| de la subdivision R de l’intervalle {a, b]. Majorons les oscillations 
ba 1, 0) des fonctions c f(x) + cg(x), f(x)g(x) et f(x)/g(x). 

Soit M _ Sup, f(x), M = sup 180), & = nf, lg(x)l. Alors 
pour x, x'e{[x;,x;, ,]lona 

a) I[c,f(x) + c2g(x)] — [c;f(x°) + cg(x")]l = 

= 1x) — f(x) + cAig(x) — gx) < 
< lcllf(x) — f(x") + lalle(x) — gx) < loilw, + lol, ; 
b) lf(x)g(x) — fx )g(x") = f(x g(x) — g(x°)] + 
+ g(x' (x) — FX < Mu, + Mu ; 

fx) __ fu) | _ PONS) 8Q) , 


c) - ; 
g(x)  g(x') g(x)g(x ) 
(x) — f(x )] ] 
+ "| < + — 
g(x') a c PR 
D'où ul) < lcilu, + lola, &2 < Ma, + Hem 
oi < lCilew, + 1Olw,,wi < Mo, + Mu, wj” < K2 + Loi 
Les fonctions f(x) et g(x) étant intégrables, on a 
CR n—) 
lim L w,AX; = lim 2, A — 0, 


de sorte qu’on a les conditions d’intégrabilité, pour £ > 0, 


Qi) 


n—) | 
Dés 2) 
lim x afDAx, = 0, lim ) wf9Ax, = 0, 


10—6441 
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lim Ÿ wfAx;, = 0 
i=0 


ä—0 


pour les fonctions c f(x) + c,g(x), f(x)g(x) et f(x)/g(x). 
Cernons maintenant les classes de fonctions satisfaisant aux conditions 
d’intégrabilité sur l’intervalle [a, b]. 


Théorème. Soit une fonction f(x) bornée sur l'intervalle [a, b] et sup- 
posons que pour tout à, > 0 il existe un nombre fini d’intervalles renfer- 
mant tous les points de discontinuité de la fonction f(x) et d’une longueur 
sommaire inférieure à à. La fonction f(x) est alors intégrable sur l’inter- 
valle [a, b]. 

Ü] Supposons que pour un à, fixe on peut recouvrir tous les points de 
discontinuité de la fonction f(x) par / = /(6,) intervalles dont la somme 
des longueurs est inférieure à ô,. Enlevons ces intervalles de l’intervalle 
[a, b]. Il ne reste pas plus de / + 1 intervalles [a,, b,],0 < K < I. La tota- 
lité des intervalles [a,, b,} constitue un ensemble numérique fermé, 
notons-le F. La fonction f(x) étant continue sur cet ensemble, elle y est 
uniformément continue, et pour tout €, > Oil existe un Ô = ô(e,) > Otel 
que If(x) — f(x')l <e, six, x'eFet 1x — x°l < 6. Considérons une 
subdivision arbitraire R de l’intervalle [a, b]. On peut partager les interval- 
les partiels en deux groupes selon qu’ils présentent ou non au moins un 
point commun avec les intervalles enlevés. Si la longueur de l’intervalle 
partiel ne dépasse pas À, la longueur sommaire des intervalles du premier 
groupe n’est pas supérieure à Ô, + 2/A (à la longueur de chaque intervalle 
sont ajoutées les longueurs des deux intervalles fermés adjacents à cet inter- 
valle). On a 


n-1 
» w;AX; = y w;AX; + Y'ujAx;. 
i 


i=0 i 


Le premier et le second termes traduisent respectivement les intervalles du 
premier et du deuxième groupe (w, est l’oscillation de la fonction f(x) à 
l’intérieur de l’intervalle [x;, x;, ,]). n=1 
Montrons que la condition d’intégrabilité des fonctions lim y wW,AX; = 
i=0 
= 0 est remplie. La quantité w, peut s’avérer non négligeable pour le pre- 
mier groupe de termes lorsque À — O0, car la fonction f(x) est susceptible 
de subir des discontinuités aux intervalles respectifs. Cherchons uge esti- 
mation, ne serait-ce que grossière, de la quantité w, du premier groupe. On 
a |f(x)l < M, M est une constante, puisque la fonction f(x) est bornée. 
On peut écrire 
“=, Sup JG) - SG < 


x, x'Elx, x, 
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< sup YO)! + 1f(x°)1] < 2M 


x. x'elx, X;+1 
et, par suite, 
Y'u;Ax, < 2M Ÿ'Ax; < 2M(ô, + 2/A). 


Pour les intervalles du deuxième groupe, l’inégalité f(x) — f(x')l < €, à 
l’appui pour 1x — x’l < 6(E,), on aw, < €, si A < 6, d’où Y'uw;Ax; < 


< €] Y'ax; < E,(b — a) pour A< à (a = max ax.) Ainsi donc, pour 


A<ôona 


Y w;Ax; < 2M{6, + 216) + e(b — a). 


i=0 


Soit maintenant e > O un nombre arbitraire. Choisissons les nombres 6, et 
€, à partir de la condition 4M6, < €/2, €, (b — a) < €/2. Pour ô,ete, 
fixes, choisissons un ô assez petit pour que soit remplie l’inégalité 2/6 < 6,. 
On a alors pour À < 6 


n—1 


i=0 


c’est-à-dire que la fonction f(x) satisfait la condition d’intégrabilité dans 
l'intervalle [a, b]. 5 

Un cas particulier des fonctions justiciables des hypothèses du théorème 
que nous venons de démontrer sont les fonctions continues par morceaux, 
c’est-à-dire les fonctions bornées, continues sur l’intervalle [a, b], sauf un 
nombre fini de points de discontinuité de première espèce. Ainsi donc, les 
fonctions continues et continues par morceaux sur l’intervalle [a, b] y sont 
intégrables. 

Il découle du théorème ci-dessus et de la définition de l’intégrale définie 
que la variation des valeurs de la fonction f(x) en un nombre fini de points 
n’a aucune influence sur l’intégrabilité de la fonction, ni sur la valeur de 
l'intégrale (vérifier à titre d’exercice). 


8 S. Propriétés principales de l’intégrale définie 


Toutes les fonctions considérées dans ce paragraphe seront supposées 
intégrables dans l’intervalle [a, b]. Posons en outre 


a d 
[f(x) dx = 0, (f(x) dx = — Hu) dx pour a > b. 


10* 
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Théorème. L'intégrale définie possède les propriétés suivantes : 


b 


b bd 
1° {[cf(x) + cg(x)]dx = 0, f(x) dx + ©, {8 (x) dx 


a a 


(c,, c, sont des constantes). 
En posant, en particulier, c, = €, g(x) = 0,ona 


b 


bd 
{cf (x) dx = c f(x) dx. 


b c b 
2° f(x) dx = fx) dx + (x) dx. 
3° Si f(x) > Co) porn (a, b], alors 


bd bd 
f(x) dx > |g(x) dx pour a < b. 
4 Si g(x) > 0 sur l'intervalle [a, b], alors 
b bd 
HGx)g(x) dx = n [g(x) dx, 


oùm<u<M,m = inf fx), M = Sup f(x). 


La dernière relation est dite formule de la moyenne pour l'intégrale 
définie. Pour g(x) = 1 la formule de la moyenne devient particulièrement 
simple : 


b 


{f(x) dx = y(b — a), où m < u < M. 


Ü] 1° Cette propriété s’appelle propriété de linéarité de l’intégrale défi- 
nie et découle de la propriété analogue des sommes intégrales et des pro- 
priétés de la limite. 

2° Soient ce Ja, b{, a < b, R, une subdivision de l’intervalle [a, b]. 
Compton: le point c parmi les points de division de l’intervalle [a, b]. Nous 
avons pour les sommes intégrales 


SRE) = SPCE) + SE). 


La première et la seconde sommes sont celles des intervalles partiels faisant 
partie respectivement des intervalles [a, c] et [c, b]. Passant à la limite 
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pour À — O (A = max Ax;), on trouve 
bd c d 
[fCx) dx = f(x) dx + (f(x) dx. 
Soit maintenant c > b. Alors, d’après ce qui vient d’être démontré, 
c . bd c b b 
[fCx) dx = (f(x) dx + Ft) dx = (f(x) dx — (f(x) dx. 
On en tire comme auparavant 
bd c b 
f(x) dx = f(x) dx + (GX) dx. 


Mêmes raisonnements pour les autres situations réciproques des points 
a, b, c. 

3° Posons h(x) = f(x) — g(x). Comme f(x) > g(x) sur l’intervalle 
[a, bl,onah(x) > Osur cet intervalle. Par conséquent, toutes les sommes 
intégrales de la fonction A (x) sont positives pour a < b, d’où l’on trouve à 
la limite pour A — O0 (A = max Ax) 


je dx > O0, i.e. ju dx > > jeco dx. 
4° Soit M = Sup f(x), m = ini fx) et g(x) > O sur l’intervalle 
[a, b]. Comme mg(x) < f(x)g ie Mzgi(x), alors d’après la propriété 


de l’intégrale définie démontrée ci-dessus, on trouve pour a < b 


bd 
m [eco dx < june tx) dx < M [g(x) dx. 


bd 
Supposons que |g (x) dx > 0, alors, pour 


b d 
p = ([f(x)g(x) ax/ (gx) dx 


on a les inégalités m < u < M. Ainsi donc 


b 


fret) dx = u fe g(x) dx, oùm<u< M. 
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b 
Cette relation a lieu également pour (g (x) dx = 0, puisque dans ce cas 


a 


l'inégalité 


b b b 
m |g(x) dx < [f(x)g(x) dx < M (g(x) dx 


d 
implique HGx)g (x) dx = 0. 


Nous avons démontré la formule de la moyenne pour a < b. Les égali- 
tés 


bd a b a 
f(x)8 (x) dx = — PUI8 0) dx, (g(x) dx = — 18) dx 


permettent de l’étendre au cas a > b. 


Rernarques. 1. Mettant à profit le fait que la valeur de l’intégrale définie 
est invariante par la variation des valeurs de la fonction à intégrer en un 
nombre fini de points, on peut poser dans 4° m = inf f (x), 

*xE]e, 
M = sup f (x), et dans 3°, n’exiger l’accomplissement de l’inégalité 
f(x) > g(x) que sur l’intervalle ]a, b[. 
2. Si la fonction f(x) est continue sur l’intervalle [a, b], elle prend sur 


cet intervalle toute valeur u comprise entre rm et M. Par suite, la formule de 
la moyenne peut être écrite sous la forme 


b bd 
HGx)g(x) dx = JE) [g(x) dx, £ela, b]. 
En particulier, pour g(x) æ 1, la formule s’écrit : 
b 
f(x) dx = fE)(b — a), Eela, b]. 


3. La propriété 3° permet d’obtenir la majoration utile suivante : 


bd 


f@)ldx 


< 


bd 
[fCx) dx 


Pour la démonstration, servons-nous de l’inégalité — If(x)l < f(x) < 
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< 1f(x)!l. Pour a < b nous obtenons 


bd bd bd 
_ f(x) dx < (x) dx < (f(x) dx, i.e. 


bd bd 
f(x) dx| < ((x)ldx. 
Pour a > b, il suffit d’utiliser la relation 
bd a b a 
[f(x) dx = — (f(x) dx, [IfGx)ldx = — {fCx)l dx. 
a bd a bd 


$ 6. Relation existant entre les intégrales 
indéfinie et définie 


On fait ressortir le lien existant entre les notions d’intégrales indéfinie et 
définie en considérant la fonction 


F(x) = (ft) de, 


dite intégrale à borne supérieure variable. 


Théorème Soit une fonction f(x) intégrable sur l'intervalle [a, b] er soit : 
F(x) = (FC) dt. Alors la fonction F(x) est continue sur l'intervalle {a, b] 
et admet aux points de continuité de f(x) une dérivée égale à f(x). 

Ü La fonction f(x) est bornée sur l’intervalle [a, b], puisque intégra- 
ble, c’est-à-dire que f(x)! < M, M est une constante. Majorons l’accrois- 
sement de la fonction F(x) : 


x+Aax 


Î [f(t)ldt 


x 


x+aàx 


| SG) dt 


x 


xela b], x +Axela, b]. 


LF(x + Ax) — F(x)l = < < MIAxl, 


La continuité de la fonction F(x) en découle (cf. la remarque 3 au $ 5). 
Soit maintenant x un point de continuité de la fonction f(x). Montrons 
qu’en ce point la fonction F(x) admet une dérivée égale à f(x). La fonction 
f(x) étant continue, il existe au point considéré, pour toute > 0,unô > 0 
tel que If(1) — f(x)l < € si It — xl < 6. Par conséquent, on a pour 
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lAxl < à _—— 
FC + Ax) = FG) _ | = nn : 
Ax Ax ù 
"Cire — f(x)ldt| € [ar 
unes dE” its 


Ceci démontre précisément l’existence de la limite 


ax—0 A 
Si la fonction f(x) est continue sur l’intervalle [a, b], il s’ensuit du 
théorème que sur cet intervalle la fonction f(x) admet une primitive égale à 


F(x). 


Théorème fondamental du calcul intégral. Soient f(x) une fonction 
intégrable sur l'intervalle {a, b] et F(x) une fonction continue sur l’inter- 
valle [{a, b] et primitive de f(x) sur ]a, bf. Alors 

bd 

[fCx) dx = F(b) — F(a). 
Cette relation porte le nom de formule de Newton-Leibniz. La difference 
F(b) — F(a) se note parfois en abrégé F(x)! ? et s’appelle substitution de 
la fonction F(x) entre a et b. 

CÜ] Traitons d’abord le cas b > a. Considérons une subdivision R de 
l'intervalle {a, b] à l’aide des points x, = a, x,, x, ..., x, = b. Représen- 
tons la différence F(b) — F(a) sous une forme équivalente. Comme 


D EFGis1) — FC] = (FC) — F(xo)] + 
i=0 


+ [F(x2) — F(x,)] + …… + [F(x,) — F(x,_,)] = F(x,) — Fxo), 


on a F(b) — F(a) = y CF(x;,,) — F(x;)]. 


i=0 
La formule de Lagrange des accroissements finis de la fonction F(x) 
nous donne 
F(Xxi,1) — F(x;) = F'E;)Ax; = fE;)Ax;, 
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où EE (x;,x;,,), AX; = X;,, — X;. On a utilisé le fait que F'(x) = f(x) 
sur ]a, b[. Ainsi donc 


n—} 


F(b) — Fa) = Ÿ f(;) Ax;. 
i=0 


La somme au second membre de cette égalité est la somme intégrale S, (£) 
de f(x) correspondant à la subdivision R et à un certain choix des points £; 
Sur les intervalles partiels {x,, x;, 1]. La fonction f(x) étant intégrable sur 
l'intervalle [a, b], alors, quel que soit le choix des points £; sur les interval- 
les partiels, la somme intégrale converge vers une limite 


n—1 bd 
lim L JG) AXx; = pu) dx, A = max Ax.. 
On obtient à la limite l’égalité 


b 
F(b) — Fa) = [f(x) dx, 


ce qu’il fallait démontrer. 
Si b < a, il suffit d’utiliser l’égalité 


b a 
[fGx) dx = — FC) dx. 
D’après ce qui a été démontré pour a > b,ona 

pu) dx = F(a) — F(b); 
donc, dans ce cas, 


b 
[f(x) dx = F(b) — F(a).l 


n-1 
k 
n°. 
=0 


Exercice. Calculer la limite 7? = lim Z,, où 7, = 


Nous voyons que le calcul d’une intégrale définie se ramène à celui 
d’une primitive de l’expression à intégrer ; il serait donc utile de se familia- 
riser avec quelques techniques de calcul de l’intégrale indéfinie. 
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& 7. Changement de variable (substitution) dans 
les intégrales indéfinie et définie. 
Intégration par parties 
Soit F(x) une primitive de f(x) sur l’intervalle [a, b] et supposons que 
pour f € [æ, B] la fonction x = #(t) prend ses valeurs dans [a, b]. Si la 
dérivée w”’(t) existe, la formule de dérivation d’une fonction composée 
nous donne 


(Fle(t)1]" = F'(x)l,e ue (À) = f{e(t)le”(r). 


La fonction F[s(t)] est donc une primitive de la fonction f[w(t)] (+) 
pour £ € [aœ, B], c’est-à-dire que 


lee" () dt = Fle(r)] + C pour tea, 8]. 


Or Fle(t)] + C = (f(x) dx! et nous aboutissons à la formule sui- 
vante de changement de variables dans une intégrale indéfinie : 


(GO) dxlenun = Pete () dt = [fle(r)] de(r). 


Exemple. On a 
dx __ dt E 
cos x 1-12. 
1 1 +1 l l + sin x 
=] | | + = RE + : 
ll ee ee 


Cherchons maintenant la formule de changement de variables dans une 
intégrale définie. 


Théorème. Soit une fonction (t) admettant une dérivée continue sur 
l'intervalle {x, B] telle que s(aœ) = a, #(B) = b et les valeurs de &(t) lors- 
que t € [œ, B] appartiennent à l'intervalle { À, B|], intervalle de continuité de 
la fonction f(x). On a alors l'égalité 


b B 
(fx) dx = le()le (r) dr. 


ÜJ Dans le cas des intégrales indéfinies, on a 


HO) dxlen = Mle(t)le’(r) dr. 


Si donc F(x) est une primitive de f(x) sur l’intervalle [ 4, B], la fonction 
Fe(t)] est une primitive de la fonction ffe(t)]e’(t) pour te [æ, B]. La 
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formule de Newton-Leibniz nous donne 


b 
f(x) dx = F(b) — F(a), 


8 
lee" () dt = Fle(B)] — Fle(a)l = 


b 


= F(b) — F(a) = [f(x) dx. 


Pour démontrer ce théorème, nous avons supposé qu’une fonction con- 
tinue admet une primitive. Cette propriété découle de l’existence de l’inté- 
x 


grale définie F(x) = [fG) dt d’une fonction f(x) continue sur l’intervalle 


[a, b] et de la relation F’(x) = f(x) pour x e [a, b]. 
Etablissons la formule d'intégration par parties. Prouvons la formule 


ju (x)u"(x) dx = u(x)u(x) — fu@x)u *(x) dx, 
en supposant que les deux membres de l’égalité ont un sens. Il suffit de cal- 
culer à cet effet l’intégrale indéfinie des deux membres de l’égalité : 
u(x)u" (x) = [u(x)u(x)]" — v(x)u (x). 
Indiquons une écriture plus simple de la formule d’intégration par parties : 


{u(x) du(x) = u(x)u(x) — ju(x) du(x). 


Remarque. L'intégration par parties est payante surtout lorsque la 
fonction à intégrer se laisse représenter sous la forme de deux facteurs dont 
l’un est In (ax), Arc sin (ax), Arc cos (ax), Arc tg (ax). Si l’un des fac- 
teurs est une puissance entière des fonctions indiquées, on réitère la procé- 
dure d’intégration par parties autant de fois qu’il est nécessaire. 


Exemple. Soit à calculer jx" In x dx. Posons dans la formule d’inté- 


gration par parties u(x) = Inx, vu’(x) = x”. Alors vu(x) = 
= x"+l/(m + 1), d’où 


m+] m+]l m+] 
x" In x dx = 7 In x — sd 1 Es” 
m + | m+lx m + 1 
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Etablissons la formule d’intégration par parties pour les intégrales défi- 
nies. 


Théorème. Soient des fonctions u(x), v(x) admettant sur l'intervalle 
[a, b] des dérivées intégrables u (x), v'(x). On a 
b b bd 
fu (x)u'(x) dx = u(x)u(x)| — (u”"(x)u(x) dx 
(formule d'intégration par parties). 
Ü] Les fonctions u(x) et v(x) sont continues sur l’intervalle [a, b], 
puisque par hypothèse, elles y admettent des dérivées. D’après la formule 
de Newton-Leibniz on a l’égalité équivalente à l’assertion du théorème 


bd 
u(x)u(x)l? = {Eu (x) Go) dx = 


b b 
= {u"(x)u(x) dx + ju (x)}u' (x) dx. 


Exercice. Par double intégration par parties, calculer l’intégrale 
2 
I = (x?[in? x + Sinx + 1] dx. 
1 
A titre d'exemple d’application de la formule d’intégration par parties, 
déduisons la formule de Taylor pour la fonction f(x) admettant sur l’inter- 
valle [a, b] une dérivée intégrable d’ordre ñ + 1. On a 


J(x) — f{a) = ff" () dr. 


Servons-nous de la formule d’intégration par parties en posant u(f) = 
= f'(t}h,v'(t)=lv(t)=t1t-x: 


("0 de = f'()G — x) 


— GG — x) dt. 
Appliquant une seconde fois la formule d’intégration par parties et en 
posant u(t) = f”(t},u'(t) =1t— x, v(t) = (t — x)?/2: 


x x 


fo dt = f'(Xt — x) 


‘ (t — x} 
2 


+ 


— JU () 
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+ fr (0 EE Y Ge. 


Poursuivant le processus d’intégration par parties, on trouve définitive- 
ment 


2) 


f(x) = f{a) + f'(aXx — a) + —— (x — a} + 


f(a) 
n ! 


. + (x - a)" +R, (x), 


où 


R,(x) = fre ED D ar. 


Cette expression est la formule de Taylor à reste représenté sous forme 
intégrale. 


Exercice. De la représentation intégrale du reste de la formule de Taylor 
déduire sa représentation sous la forme de Lagrange. 


Les formules de changement de variables et d’intégration par parties se 
généralisent aux fonctions continues par morceaux à condition de partager 
l'intervalle {a, b] en intervalles partiels dans chacun desquels sont remplies 
les conditions des théorèmes correspondants. On utilisera les formules du 


type 


b n-1*i+1 
[fCx) dx = Y | SGx) dx, OÙ a=X <X] <X2< .… <X, = b, 
a is=0 x, 


ainsi que les formules correspondantes de changement de variables et 
d’intégration par parties pour chaque intégrale étendue sur l'intervalle 


[x;, X;i411. 


& 8. Intégration des fonctions rationnelles 


. Les intégrales indéfinies les plus simples qui se laissent exprimer au 
moyen des fonctions élémentaires sont les intégrales des fonctions ration- 
nelles, c’est-à-dire des fonctions du type R(x) = P(x)/Q(x), où P(x) et 
Q(x) sont des polynômes. 

Simplifions préalablement l'expression P(x)/Q(x). Si le degré du poly- 
nôme P(x) est supérieur ou égal à celui de Q(x) (la fonction rationnelle 
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considérée est une fraction irrégulière), nous divisons le polynôme P(x) 
par Q(x) d’après les règles de division des polynômes 


P(x) P,(x) 
Q(x) Q(x) 


P,(x) et P,(x) sont des polynômes, le degré de P,(x) étant inférieur à celui 
de Q(x). L'intégrale | P,(x) dx est facile à calculer. Ainsi donc, s’il s’agit 
P(x) 
Q(x) 
que le degré de P(x) est inférieur à celui de C(x). 

Simplifions davantage l’expression P(x)/Q(x) en supposant que les 
polynômes P(x) et Q(x) ont des coefficients réels en les puissances de x. 

Pour simplifier l’expression d’une fonction rationnelle il faut connaître 
des racines du polynôme dénominateur. Rappelons les principales notions 
sur les racines des polynômes. Dans le plan complexe z = x + iy, le poly- 
nôme Q,(z) de degré n se représente sous la forme d’un produit 


= P,(x) + 


de calculer une intégrale du type dx, on peut toujours admettre 


Q(z) =C II (z — z,), où C est une constante, z,, la racine k-ième du 
K=] 


polynôme Q(z). Si la racine z, intervient dans J[] / fois, alors 
Q(z) = (z — z,J'r,(z), où r,(z,) # 0. On dit dans ce cas que le poly- 
nôme Q,(z) admet une racine z = z, de multiplicité /. Si le polynôme 
Q,(z) est à coefficients réels, il admet, en plus de la racine z = z,, la 
racine z = z, de même multiplicité (la barre symbolise la conjuguée com- 
plexe). Pour prouver cette assertion, il suffit de se servir de l’égalité 


2m (2) 


QU) = Yaz" = Y a,()" = QG). 


m0 m0 


Donc, si Q(z) = C[[ (2 -z);ona 
Km] 


QU) =CHG-4) = CII G- zx). 
ka k= 
L'égalité n’a lieu que si C = C et si les facteurs de Q(z) contenant la 


racine z, se rencontrent dans le produit II (z — z,) autant de fois que les 


facteurs renfermant z,. LE 
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Commençons par la méthode de simplification de l’expression d’une 
fonction rationnelle P(x)/Q(x) impliquant la connaissance des racines 
réelles du dénominateur. 

Supposons que le polynôme Q(x) admet une racine x = a de multipli- 
cité £ (a est un réel), c’est-à-dire que Q(x) = (x — a)“r(x), où r(x) est 
un polynôme et r(a) # 0. Choisissons la constante À à partir de la condi- 
tion de réaliser une division exacte du polynôme P(x) — Ar(x) par 
(x — a). Ceci a lieu si P(a) — Ar(a) = 0, ou donc si 4 = P(a}/r(a). 
On aboutit à l’égalité P(x) — Ar(x) = (x — a)P,(x), où P,(x) est un 
polynôme d’un degré inférieur au plus grand des degrés des polynômes 
P(x) et r(x). Comme, par hypothèse, les polynômes P(x) et r (x) sont à 
coefficients réels en les puissances de x, il en est de même du polynôme 
P,(x). Substituant à P(x) son expression P(x) = Ar(x) + (x — a)P,(x), 
on trouve 


P(x) _ P(x) À P,(x) 


QG) Gœ—atr(x) Ga) (x a) ir(x) 
Le polynôme P(x) étant d’un degré inférieur à celui de Q(x) = 
= (x — a)“r(x), l’expression 


P,(x)/I(x — a)*='r(x)] 
est une « fraction régulière », c’est-à-dire que le degré du polynôme au 


numérateur est inférieur à celui du dénominateur. De façon analogue, on a 
pour # > 1 


P, (x) ci À P,(x) 
(x —a)-ir(x) (x - ai (x — a)*-?r(x)’ 


où le second terme est une « fraction régulière ». Poursuivant ce processus, 


on trouve 
P(x) _ ‘ À, P, (x) 
Q(x) L G-a} " rGX)° 


où À, sont des constantes et le degré du polynôme P,(x) est inférieur à 
celui du polynôme r (x). Ce dernier admet toutes les racines du polynôme 
Q(x) à l'exception dex = a. En extrayant les fractions « simples » de tou- 
tes les racines réelles de Q(x), on trouve 


P(x) + 
Q(x) “E D &° (x — a,)° Fc x)’ 
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où a, est la racine réelle du polynôme Q(x) de multiplicité k, et P(x), O(x) 
sont des polynômes tels que le degré de P(x) est inférieur à celui de O(x) et 
ce dernier n’admet que des racines complexes (4., sont des constantes). 

Passons à la méthode d’extraction des fractions « simples » de l’expres- 
sion P(x})/Q(x) impliquant la connaissance des racines complexes du poly- 
nôme Q(x). Soit « une racine complexe de multiplicité £. Son conjugué 
complexe a est alors aussi racine de multiplicité k du polynôme Q(x). Par 
conséquent, le polynôme Q(x) doit se diviser par (x — aœ)*(x — œ)* = 
= (x? + px + q)4, (q — p?/4 > 0), donc Q(x) = (x? + px + g)“Q,(x), 
où Q, (a) # 0, Q,(x) étant à coefficients réels en les puissances de x, puis- 
que p et g sont réels. 

Choisissons des constantes réelles M et N de façon à assurer la division 
exacte du polynôme P(x) — (Mx + N)Q.(x) par x? + px + q, donc 
par (x — œ)et (x — a). Cette condition sera réalisée si 


P(a) — (Ma + N)Q,(a) = 0, 
P(@) - (Ma + N)Q,(a) = 0. 


Montrons que pour « # æ ce système d’équations par rapport aux cons- 
tantes M et N admet une solution unique. En effet, le déterminant de ce 
système est Q,(«)Q,(æœ)(x — æ) = 1Q,(x«)l x — æœ) et pour à # a est 
distinct de zéro. Prouvons que les constantes M et N sont des réels. Il faut à 
cet effet passer dans les équations considérées aux conjuguées complexes 


(les constantes M et N vérifient les mêmes équations que les constantes M et 
N). 
Aünsi donc 


P(x) = (Mx + N)Q.(x) + (x? + px + q)P.(x). 
Par conséquent, 
P(x) _ P(x) 


OG) G?+px+q) QG). 
: MXx + N P,(x) 


(x? + px + gt È (x? + px + g)“-'Q, (x) 


Le second terme est une fraction « régulière ». Poursuivant le processus de 
mise en évidence des fractions simples, on trouve 


P(x) _ ‘ Mx + N. . B(x) 
Q(x) # (x? +px +q) OQi(x) 


où M, , N, sont des constantes réelles, P(x) un polynôme de degré inférieur 
à celui du polynôme Q, (x). 
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L'expression P(x})/Q(x) se laisse écrire donc sous la forme d’une 
somme des expressions du type 4A/(x — a)* et (Mx + N}/(x? + px + q}. 
Les coefficients dans la factorisation d’une fonction rationnelle en frac- 
tions simples se cherchent d’ordinaire par la méthode des coefficients indé- 
terminés qui consiste à écrire la décomposition envisageable, mais avec des 
coefficients indéterminés. Multipliant les deux membres de l’égalité par le 
dénominateur, on établit une égalité entre certains polynômes. On calcule 
ensuite les coefficients indéterminés à partir d’un système d’équations 
qu’on obtient en égalant les coefficients des puissances de x dans les deux 
membres de l’égalité ou bien en portant dans cette égalité des valeurs bien 
déterminées de la variable x. 

Ainsi donc, l’intégration des fonctions rationnelles se ramène à celle des 


{ NT Cdions le 


expressions de la forme ed Et |" — 
k (x? + px + q)* 


J(x — a) 


première intégrale : 


dx RE 
er à Œ- DG&- a) | 
(œ — a) in x — al pour k = 1 


(nous omettons d’écrire la constante d’intégration). Pour calculer la 
seconde intégrale, il nous faudra dégager dans le polynôme x? + px + q 
le carré parfait : x? + px + q = (x + p/2)? + q — p?/4. En posant 
t = x + p/2,a? = q — p?/4 > 0, on trouve 


Mx + N MG-—p/D+N,, 
PU nn Do Oo SNK D ER 7 UE DS 
(& + px +94) (t‘ + a) 
Ensuite, 
= | k>1 
Er ice 2Ak = DZ + ae PO 
(+4) 2 J@" +a) (/2)in(t2+a?)  pourk= 1. 
dt 


Reste à calculer l’intégrale 7, = Mers Pour & = 1,ona 
1, = are t&!. 
a a 


Pour £ > 1 on peut établir une relation récurrentielle entre les intégrales J, 
et/,_,.Ona 


1-1 (@+ta)-t#, 16,  _1frdttt+al 
Ka} Gf+at a fe ls a 


11 —6441 
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Intégrons la seconde intégrale par parties en posant u(t) = t, du(t) = 
= df{t? + a]/(t? + a?}£. Il vient 


A ) 
Ka? fn 2(k—1)(42+a2) 1 Ak— 1) ( + yes | 
 ,, 
a? Ê — D? +a2)f-1  2(k — 1) “7! }: 
Réitérant la procédure autant de fois qu’il le faut, on aboutit à l’intégrale Z, 


que l’on a déjà calculée. Nous avons terminé la description de la procédure 
de calcul de l’intégrale d’une fonction rationnelle. 


. ssù (2x + 4) dx 
Exemple. Soit à ler l’intégrale |; —,. 
emple. Soit à calculer l’intégrale Fe — DE + IP On a 
2x + 4 A ,MxtN ,MxtN 
(x — 1)(x2 + 13 (x — 1) x? +1 (x? + 172 


Muitiplions les deux membres de l’égalité par (x — 1)(x? + 1)? : 
2x «+ 4 = A(x? + 1)? + (Mix + N)(x? + 1)(x — 1) + 

+ (M,x + N,)(x — 1). 
En posant x = 1, on trouve À = 3/2, et pour x = à on obtient l’équation 


2i + 4 = (Mi + N,)(i — 1). Séparons dans cette égalité les parties 
réelle et imaginaire, il vient : —M, + N, = 2, -M, — N, = 4, d’où 


M, = —3,N, = —1. En égalant les coefficients de x“ et x?, on trouve 
M, = —A = —3/2,N, = M, = —3/2. Ainsi donc, 
_ 
(x — 1)(x? + 1)? 
3 (—3/2)(x + 1) | (3x + 1) 
his ilé Je Ge LT 4e 
20 | + Press 
Or 
x dx 1 2 
—— =_— + : 
(= + 1 >. Ge D 
dx x l dx x l 
= ——> +2 | = > + = Arctg x, 
( FI} 2G7+1) 2 (= +1 2740 2 "+ 
x dx l 
(x? + 1)? 2(x? + 1) 


Donc, 


==Inlx — 1l — 


(2x + 4) dx 3 
5 — 1)x? +1} 2 
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3 — x 


2(x? + 1) Fe 


- Lin Ge? + 1) — 2 Arctgx + 


= 
Exercice. Calculer l'intégrale Le dx. 


S 9. Les intégrales se ramenant à des intégrales de fonctions rationnelles 
par un changement de variables 


On appelle fonction rationnelle R (x, y) de deux variables x, y l’expres- 
sion de la forme P(x, y)/O(x, y), où P(x, y) et O(x, y) sont des polynô- 
mes en les variables x et y. Signalons la propriété évidente suivante des inte- 


grales du type ÎR L.(x), /2(x)] dx : si après le changement de variable 


x = g(t) les fonctions f(x), f(x), dx/dt sont des fonctions rationnelles 
de la variable t, l'intégrale proposée se ramène, par le changement de varia- 
ble en question, à une intégrale d’une fonction rationnelle de t. Ce fait per- 
met de ramener certains types d’intégrales de fonctions élémentaires à des 
intégrales de fonctions rationnelles. | 


1. Intégrales du type |R (sin x, cos x) dx. Dans ce cas on fera l’usage 
du changement de variable #1 = tg(x/2), puisque les fonctions 
sinx = 2t/(1 +42), cosx = (1 — 12)/(1 + 12), dx/dt = 2/(1 + 1?) 
sont des fonctions rationnelles de la variable :. Dans nombre de cas spé- 
ciaux il est possible d’utiliser des changements de variables plus simples 
qu’on peut justifier comme suit. Soit 


Ru, v) = P(u, v)/Q(u, v), 
où P(u, vu), Q(u,.v) sont des polynômes en u et v. 


1) Si l’un des polynômes P(u, vu), Q(u, v)est pair et l’autre impair en u, 
on peut représenter R(u, v) sous la forme 


uP,(ui, v) 
Q,(u°, v) 


où P,(u, v), Q,{u, v) sont des polynômes en y et ». On a dans ce cas 


Ru, vu) = 


P,({1 — cos* x, cos x) 


EE — sin x dx. 
Q, (1 — cos° x, cos x) 


[R Gin X, cos X) dx = 
Par le changement de variable ? = cos x on ramène l’intégrale donnée à 
une intégrale d’une fonction rationnelle, puisque sin x dx = 
= —d{cos x] = —df. Par des raisonnements analogues, on aboutit à la 
conclusion que lorsque l’un des polynômes P{u, vu), Q(u, v) est pair et 


11° 
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l’autre, impair en v, le changement de variable £ = sin x ramène 
l'intégrale {R (sin x, cos x) dx à une intégrale d’une fonction rationnelle. 
2) Supposons maintenant que les polynômes P(u, v), Q{u, v) sont tels 
que a) ils sont invariants par le changementu = —u,u = —v, b)ils chan- 
gent de signe par le changement indiqué. Il suffit de ne considérer que le 
premier cas, le second se ramenant au premier par la multiplication du 
numérateur et du dénominateur de la fonction rationnelle R (u, vu) par u ou 
v. On a 
Pu,v) _ P((u/vhuv,v) _ P,(tu) 
Qu, v)  QUu/vhu,v) QG, v)” 
où { = u/v, et P,(f, vu), Q.(t, v) sont des polynômes en t et uv. Par hypo- 
thèse, les polynômes P,(t, v), Q,(f, v) sont pairs en v (pour f fixe), par con- 
séquent 
P,(, v)/Q,&, v) = Pt, v?)/O (4, v?), 
où P(u, r), Ou, v) sont des polynômes en y et ». Donc, 


5 2 
R (sin x, cos x) dx = P(g x, a x 
Ôtte X, COS“ x) 


L'intégrale se ramène à une intégrale d’une fonction rationnelle par le 
changement de variable : = tg x, vu que cos? x = 1/(1 + #2), dx/dt = 
= 1/(1 + r?). 

Signalons en conclusion que les intégrales des produits des fonctions tri- 
gonométriques du type sin æXx, cos æx se ramènent à des intégrales du type 
| sin ax dx, {cos ax dx moyennant les formules 

sin ax sin 6x = {cos [(œ — B)x] — cos [(œ + B)x]}/2, 
sin ax cos 8x = {sin [(œ + B)x] + sin [(œ — B)x]}/2, 
cos ax cos Bx = {cos [(x + B)x] + cos [(x — B)x]}/2. 


dx cos 2x 


Exercice. Calculer les intégrales | —, | ————— 
1 +tgx ]|cosx — sin x 


2. Intégrales des expressions irrationnelles linéaires et homographiques. 


Soit l'intégrale [r (> ÿ Ca] )ax. où ad + bc (n est un entier 
x +d 


> 0). En posant { = V (ax + b})/(cx + d), on ramène l’intégrale donnée à 
une intégrale d’une fonction rationnelle, puisque la variable x (et donc 
dx/dt) est une fonction rationnelle de t : 


x = (df" — b)/(ct" — a). 
3. Intégrales des expressions irrationnelles quadratiques. Soit une inté- 
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grale du type [Rx Vax? + bx + c) dx. Moyennant les substitutions 
d’Euler on ramène cette intégrale à une intégrale d’une fonction ration- 
nelle. Deux cas sont à distinguer suivant le signe du discriminant du tri- 
nôme du second degré ax? + bx + c: 

a) b? — 4ac < 0. Le polynôme ax? + bx + c n’a pas de racines réel- 
les et donc ne change pas de signe lorsque x varie entre —œ et +. Son 
signe est celui du coefficient a, puisque pour x — œonaax? + bx + c = 


= ax?[1 + O(1/x)]. La fonction Vax? + bx + c n’a un sens que si 
a > 0. Posons t = Vax? + bx + c + x Va. C’est la première substitu- 
tion d’Euler. Avec cette substitution la variable x (et donc dx/df) et la 
fonction Vax? + bx + c = t — x Va sont des fonctions rationnelles de t. 
En effet, (t — x Va}? = ax? + bx + c, d’où x = (1? — c)/(b + 21 Va). 

b) b? — 4ac > 0. Le polynôme ax? + bx + c admet dans ce cas les 
racines réelles x = œ et x = B. Posons Vax? + bx + © = (x — a)t 
(deuxième substitution d’Euler). On a (x — œ)?t? = ax? + bx + c = 
= a(x — œ)(x — B), d'oùx = (œt? — aB)/(1? — a). Avec cette substitu- 
tion, la variable x et les fonctions dx/dt, Vax? + bx + c sont des fonc- 
tions rationnelles de la variable t. 


A—VI+xrx), 
x?2V1 +x + x? | 


Nous avons vu les techniques générales d’intégration des expressions se 
ramenant à des intégrales de fonctions rationnelles. Dans certains cas parti- 
culiers, ces techniques peuvent nécessiter des calculs volumineux. Il faut 
alors penser à des artifices. Voyons quelques exemples caractéristiques. 


Exercice. Calculer l’intégrale 


Exemples. 1. On a 


[Var - x? dx = [a cos a cos # di = a? FT ar = 


Il 
LS) 
n 
La 
+ 
2 
de. 
D 
CN 


)+c. X = asint. 


1/3 4 
2. LR Ce Perle 
1 + x!" +1 


2 
12 retiens Etre 
1 +1 


2—-—+-+--—-+—-+1--Inl1 +11 - 
Ê 10 9 7 6 3 2 


— L'arctg e- )| SE 0 Le 
v3 v3 
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ax ] ax 1 ax L 
3. I = \e* cos bx dx = — e* cos bx — À|— e*(—b sin bx) dx = 
a a 


Les cos bx + 2 eX sin bx — (a e*(b cos bx) dx = 


2 
= e" (a cos bx + mi snbx) — Lu 
a a a 


Nous avons appliqué deux fois l’intégration par parties. Il vient en défini- 
tive 


er (a cos dx + 2 sin bx ). 
a a 


” 1 + b7/a? 
Exercice. Calculer l’intégrale Es dx. 
Vx — Vx 


$ 10. Formules approchées de calcul d’intégrales 
définies 


Rares sont les cas où il est possible de trouver une primitive d’une fonc- 
tion donnée f(x) et d’appliquer la formule de Newton-Leibniz pour calcu- 
ler des intégrales définies. Nous allons chercher la formule approchée sous 
une forme analogue à la somme intégrale 


bd n 

[fCx) dx = Y À f (x;). 

a J=0 
Si les n + 1 constantes À, sont choisies à partir des 7 + 1 conditions de 
telle sorte que la formule soit exacte pour les fonctions du typex”,m = 0, 
1, .…, n, elle le sera également pour une combinaison quelconque de ces 
fonctions, c’est-à-dire pour un polynôme arbitraire d’un degré non supé- 
rieur à n. 

Les constantes À,, j = 0, 1, .…, n, se cherchent en remplaçant le poly- 

nôme f(x) arbitraire de degré n par le polynôme d’interpolation de 
Lagrange qui lui est égal : 


n Il (x X4) 
f(x) = F0) ES OSEE* 
> x -x) 


ke)j 
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d’où 
À ep 
J [IG — xx) 
ke; 


La formule approchée 


{ru dx = S Àf Cx;) 


j=0 


s’appelle formule d'intégration par quadratures des intégrales définies. Elle 
est exacte si f(x) est un polynôme d’un degré au plus égal à n. Si la fonction 
f(x) ne satisfait pas à cette condition, l’intégration par quadratures fournit 
une valeur approchée de l’intégrale. La formule d’intégration par quadra- 
tures peut s’avérer être exacte même pour les polynômes de degré supérieur 
à n, à condition de choisir convenablement les points À,. 

Majorons l’erreur R, de la formule d’intégration par quadratures, où 


b ñn 
= (f(x) dx — Y A f(x), 
a j=0 


supposant qu’elle est exacte pour les polynômes d’un degré au plus égal à m 
et que la fonction f(x) admet une dérivée continue d’ordre m + 1 pour 


xe[a, b]. A cet effet, considérons la fonction F(x) = (f() df et déve- 


loppons les fonctions F(x) et f(x) d’après la formule de Taylor, en repré- 
sentant le reste sous forme intégrale : 


(x == à cg 


PS CH ML 


F(x) = F,(x) + [Fe+200 


_ | nine 0 
FX) + fr OS ED: dt, 


fx) = fax) + fre 0" ie 


a 
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m+i 


m k) 
IciF, (x) = à cou 1 — a}k, f(x) = : ec (x — a)k. 
=) =0 


Comme F'(x) = f(x) et donc FX) (a) = f*- (a), en remplaçant dans 
l'expression de F,, (x) l’indice de sommation # par & + 1 (en modifiant en 
conséquence les limites de sommation), on trouve 


m k) 
Fn(x) = L EE (x — a)**", 


F,(x) = nt) dt. 
Estimons l'erreur de la formule d’intégration par quadratures. Nous avons 


R, = F(b) - L À f(x) = F,(b) — L WACAE 


+ fer LED (b y ), free) GT D 4 


J=0 a 


er = 


La fonction /,, (x) étant un polynôme de degré m et la formule des quadra- 
tures, exacte pour les polynômes de ce degré, on peut écrire 


bd n 
Fh@) = nt) dt = Y fax). 
a j=0 


Donc, 
R,= (rev) _ LT — DE fre (x; — Li dt. 
a J=0 a 


Pour rendre cette expression symétrique, posons 


K_(x) = x"/m \ pour x > 0, 
F O0 pour x < 0. 
On a alors 
DE fenoe Êe — 


J=0 a 
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n bd 
= y \ (x, 6 — Hp + 0(+) de = 
J=0 a 


bd ñn 

= | | À Kn(X; — Dre dé. 
a | j=0 

L’expression de R, peut être écrite sous la forme 


b 


R, = [ent 0(r) de, 


j=0 
On obtient en définitive la majoration suivante : 


bd b 
LR, | < Flen(r+0()ldt £< M,,.,; (len(t)ldr. 
Ici M,,,, = SUP, |f{m+D(1)1. Cette majoration est suffisamment exacte, 
Ela, 


puisque l’egalité a lieu chaque fois où la fonction f(x) satisfait à la condi- 
tion 
Fr U(x) = sign 6, (X), 
où 
+1 pour f(x) > 0, 
sign f(x) = 0 pour f(x) = 0, 
— | pour f(x) < 0. 
Essayons d'estimer qualitativement la « vitesse de décroissement » de 


l'erreur R, lorsque b — a et pour n fixe. Posons x = a + (b — a)s 
(0 & s < 1). On a alors 


b [I &@ - x) [I 6 - x) 
À, = Eee à = (b - a) [— ss. 
s [I — x) a IS — sx) 
ks)j kej 


où x;j=a+(b-a)s, Os, 
lorsque b — a. Ensuite, 


K,(x — 1) = O[(b — a)”], 


< 1. Par conséquent, À, = O(b —- a) 
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b 
PmU) = Olb- a)", fle,(@)ldt = O[(b — a)"*1, 


a 


R,=Ol(b-a)"*}, b—a. 


L'erreur R, décroît vite avec le décroissement de la différence b — a. Ce 
fait a donné lieu à des formules composées d'intégration par quadratures. 
Il s’agit de représenter l’intégrale initiale sous la forme de N intégrales pri- 
ses sur les intervalles [a,, a, ,,] de longueur h, où a, = a + kh,k = 0, 
dk+1 
1,..,N —1,h = (b — a)/N. Puis on applique aux intégrales ( f(x) dx 
ak 
les formules des quadratures ordinaires. L’erreur de chaque formule est 
O[h"*+2], ou, ce qui revient au même, O(1/N7*2) lorsque N — œ. Le 
nombre d’intégrales calculées avec cette erreur étant N, l’erreur sommaire 
R de la formule des quadratures compliquée est 


Ro (ee) 
Nm+! 


Exemples. 1. Formule des rectangles. Soit n = 0, 
b 
xo = (a + b})/2 ; alors À; = |dx = (b — a). La formule des quadratu- 


pour N — o. 


bd 
res s’écrit (f(x) dx = (b — a)f (=). 

Montrons que cette formule est exacte pour les polynômes d’un degré 
non supérieur à un. Essayons d’estimer l’erreur. Dans ce cas le degré maxi- 
mal est m = 1.Ona 

gi(t) = 
|‘ — t1}/2— ((a + b}/2—-1)Xb-a)=(a-1}/2pourt < EL, 


(b — 1)°/2 pour t > (a + b}/2 
b 
et donc [le G)ldi = (b — a)/24. Nous obtenons la majoration sui- 
vante de l’erreur d’intégration 


IRI < (@ — ay 
” 24 


SUP, If" (2)1. 


$ 10] FORMULES APPROCHÉES DE CALCUL D'INTÉGRALES DÉFINIES 171 


y 


O ab O » 
Fig. 11 Fig. 12 


L'interprétation géométrique de la forme des rectangles pour f(x) > 0 
est la suivante : l’aire de la figure curviligne délimitée par les droitesx = a, 
x = b, y = 0 et la courbe y = f(x) est approximativement égale à l’aire 


du rectangle de côtés (b — a) et f 1e (fig. 11). 


La formule des quadratures compliquée utilisant la formule des rectan- 
gles s’écrit 
d 


N=-1 
(F6 dx = à f Ge as. 
a 0 
oùa=a+kh,h = (b-a)/N. 
L'erreur de cette formule s’estime à l’aide de celle de la formule des rec- 
tangles : 


(b — a} . 
D] HO 


ROSE « 


2. Formule des trapèzes. Soit r = 1,x, = a, x, = b. Dans ce cas 


b 


b 
Le b — a Er b — a 
Ào = 


— $ À, = dx = 
"AR M 2 bon 2 


et la formule d’intégration par quadratures s’écrit : 
b 


fr00 dx = = L'(a) + JS). 


Elle est exacte pour des polynômes d’un degre non supérieur à un. Dans le 
cas considéré, la valeur maximale de 71 est 1. Par ailleurs 


b-Y_b-a_,, -_-tM-a 


{) = < 
P1(1) 2 2 2 
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b 


bd 
['esttar ee [ec dr a — — aŸ 


et l’erreur d’intégration par quadratures a pour estimation 


(b —- a) 


3 
IRI < F7" ()1. 
S 12 Sup () 


La formule d'intégration par quadratures compliquée s’écrit 


b 


l 
(60 des f@,.), a, = a + kh, 


h f(a) 10 ” 


et l’erreur d’intégration est majorée par 


(CD sup lf””(t)1. 


IRI << 
# I2N? tel b] 


En calculant l’intégrale par la formule des trapèzes, on remplace l’aire de la 
figure curviligne délimitée par les droites x = a, x = b, y = Oet la courbe 
y = f(x) par l’aire du trapèze mené par les points (a; 0), (b; 0), (a ; f(a)), 
(b ; f(b)) (fig. 12). 


3. Formule de Simpson. 
Soit nn = 2,xX) = 4 X, = (a + b)/2,x, = b. Ona 


À = 


LL (&-@+b)x-b) 4, _b=a 
è RTE En 6 ? 
( Mx — b) 2 
X — GXNX — 
MO TRY TE) CES vers cale LL, 
jHr mens _b-a 


(b-aXb=-{(a+b}/2 * 6 


La formule d’intégration par quadratures s’écrit 
bd 


fre ar © Erta) + 4f ( - ?) + 0) | 


6 2 
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C’est la formule de Simpson. On montre qu’elle est exacte pour les polynô- 
mes d’un degré non supérieur à trois, c’est-à-dire que la valeur maximale de 
m est 3. On a par ailleurs 


(b — ty 2(b—-a)(a +b}/2-1) b—-a(b-1} 


RD | mo Re 


4! 3 3 ! 6 3! 


pa(t) = sia<t< 


? 


2 
O1 _b-a(b-1) ,a+b 
4! 6 3! 2 


Transformons l’expression obtenue pour déterminer le signe de w,(t) : 


<t< b. 


— 3 
TP 0 laure? 
ot) = 4 ! 3 2 
3U) — US 
0= 0 -n-56-D [si <r< 
4 ! 3 
On en tire que w,(t) < Opourte [a b]. Donc 
b bd 
(b - a) 


[teciar = - ÉTOE 9 


Il en résulte la majoration suivante de l’erreur de la formule de Simpson 


(b — a} 
ET on fo. 
580 1502, (I 


La formule de Simpson compliquée s’écrit 


[RI < 


La 


f(x) dx = — (a) + 4f(a,) + 2f(a;) + 


LS 
w| > 


à 


+ 4f(a;) + 2f(a,) + … + 4f(a>n_,) + f(an)l, 
a = a+ kk, h=° 2e, 


et l’erreur d’intégration par cette formule a pour majoration 


(b — a) 4) 
sont SP PQ). 


La formule de Simpson est la plus usitée des formules d’intégration par 
quadratures. 


[RI < 
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(| 
Exercice. Etablir la formule des quadratures du type (0x) dx = À,f(0) + 
0 


+ À:/(1/2) et estimer son erreur connaissant que la fonction f(x) admet 
une dérivée seconde continue. 


$ 11. Intégrales impropres 


La notion d’intégrale impropre est une généralisation de celle d’inté- 
grale définie au cas où sont infinis soit la fonction à intégrer, soit l’inter- 
valle d’intégration. Arrêtons-nous sur cette notion. 

Soit une fonction f(t) intégrable pour £? < b sur tout intervalle [a, x] et 
non bornée au voisinage du point b ou bien b = œ. Si la fonction 

X 


F{(x) = (4) d' tend vers une limite lorsque ? — b, celle-ci s’appelle inté- 


b 
grale impropre de la fonction f(f) et se note Î f(t) dt. On définit de façon 


a 
analogue l’intégrale impropre dans le cas où la fonction f(f) n’est pas bor- 
née au voisinage du point a ou bien lorsque a = —. En divisant l’inter- 
valle d’intégration en intervalles partiels, on étend la notion d’intégrale 
impropre au cas de plusieurs points au voisinage desquels la fonction f(t) 
n’est pas bornée ou lorsque a = —æ,b = +. 


b 
Considérons l’intégrale impropre 10 dt à singularité unique pour 


x = b. Cette intégrale existe si la fonction F(x) = (f() d' tend vers une 


limite lorsque x — b. Donc, il faut et il suffit que soient réalisées les condi- 
tions du critère de Cauchy, à savoir : si b est un nombre fini, alors pour 
tout € > O il existe un Ô = Ô(e) > O tel que pour |Ix — bl < 6, 


(f(x) de 


x 


le critère de Cauchy s’énonce comme suit : quel que soite > 0, il existe un 


Ix” — bl < 6,on ait IF(x°) — F(x)l = < & Sib = +, 


c = c(e) > 0 tel que pour x > c, x’ > c l’on ait pre ad < €. 


x 


Le critère de-Cauchy donne lieu à un critère suffisant simple d'existence 

de l’intégrale impropre, à savoir le critère de comparaison : 
bd 

si Lf(x)l < w(t) pour a < t < b et existe l’intégrale impropre jet) dé, 
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b 
alors l’intégrale impropre | f{+) dt existe aussi. Ce critère s’établit à l’aide 


a 


< jert) dt pour 


x 


[f() dt 


x 


du critère de Cauchy et de l’inégalité évidente 
X<X < b. 

En raisonnant par l’absurde, on établit le critère analogue de divergence 

des intégrales impropres : si pour a <t<b on a l'inégalité 
bd 

f(t) > e(t) > 0 et l'intégrale impropre [o(r) ds est divergente, il en est 


bd 
de même de l’intégrale impropre [ ft) dt. Remarquons que de l’existence 
È 
de l’intégrale impropre | f{t)1 dt découle celle de l’intégrale impropre 


bd 
(C1) dt. Donc, tout comme dans le cas des séries numériques, on peut par- 
a 


ler de la convergence absolue et simple, ou semi-convergence, des intégrales 
b 
impropres : l’intégrale impropre | J(t) dt est absolument convergente si 
b ” b 
existe l'intégrale impropre |1f(1)l ds ; si l'intégrale impropre |f() dt 
b 
existe et l’intégrale impropre ||f(1)ldt est divergente, alors l'intégrale 
b 
impropre | f{4) dt s'appelle semi-convergente. 
Arrêtons-nous sur les critères de convergence des intégrales impropres. 
Le plus simple en est le suivant : si pour x < b les intégrales F(x) = 
X x 
= [IfG)ldt sont majorées (c’est-à-dire que OITT < C pour 
b 
a < x < b, où C est une constante), alors l'intégrale |f(1) dt est absolu- 
ment convergente. En effet, la fonction F(x) est monotone croissante et 
majorée. Il existe donc la borne supérieure 7 = sup, F(x), c’est-à-dire que 


aex< 
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pour tout € > Oil existe un x = x, tel que 7 — € < F(x,) < I. La fonction 
F(x) étant monotone, on a, pour x, < x < b,1—Ee < F(x,) < F(x) I, 
c’est-à-dire que | F(x) — 71 < € pour b — x < à = b — x, si b est un nom- 
bre fini. Si b = +, on a |F(x) — Il < € pour x > x,. Donc, dans les 


deux cas, ; 


I = lim F(x) = (IfG)ldr, 


ce qu’il fallait démontrer. 
Considérons un critère moins simple de convergence de l’intégrale 
b 
impropre { f{+) dt pour b = +. Par un changement linéaire de la varia- 
a 
ble indépendante cette intégrale se ramène à une intégrale de la forme 
+o 


[ f(e) dt. 


0 


Théorème. Si /a fonction f{(t) est continue, décroissante et f(t) > 0 


+o ©œ 
pour t > 0, l'intégrale Î f(0) dt et la série D) f{k) sont soit simultané- 
0 KkKa0 
ment convergentes, soit simultanément divergentes. 
[ La fonction f(f) étant décroissante, on a pour k < 1 < k + 1(kest 
un entier positif) : 


k+ 


SG + D < SU) SF), d'où f(k +1)< | FC) dr < F(K). 
Donc 


n— 1 n n—1 


D JU + 1) < [JU) dr < ES). 
K=0 (9) kK=0 


n—] 


Or D J(Kk+ 1) = D JC) : par conséquent, 
K=0 K=] 


nn) 


DSC) < (JG) dt < Y SK). 
Ke] 0 k=0 


Toutes les quantités intervenant dans cette inégalité sont monotones crois- 


santes lorsque n croît. Si la série D f(k) est convergente, alors 
kK=0 
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110 dt < 5 SK). 


kK=0 


Choisissant donc 7 à partir de la condition x < n pour x quelconque, on 
trouve 


(SG) de < 110 dt < £ f(&), 


c’est-à-dire que l'intégrale f(t) dt est bornée supérieurement et stricte- 
ment croissante. Par suite, l’intégrale impropre ii f(+) dt converge. 
0 
+ 
Supposons maintenant que l’intégrale impropre | f(t) dt est conver- 
0 
gente. Alors, il découle de l’inégalité 


DS) < [SG dt < | FU) de 
k=] 0 0 


que les sommes partielles de la série y f(k) sont bornées. D'où l’on 
K=]! 


déduit que la série D f{k) est convergente. BB 
k=0 


Le théorème que nous venons de démontrer est souvent utilisé comme 

critère de convergence ou de divergence de la série D) f(k) ; il porte lenom 
k=0 
de critère de convergence de Cauchy-Maclaurin pour la série. 

Pour pouvoir appliquer le critère de comparaison pour les intégrales 
impropres ou le critère de Cauchy-Maclaurin il faut disposer d’un assorti- 
ment d’intégrales impropres types dont on sait qu’elles sont convergentes 
ou divergentes. En qualité de telles intégrales, il est commode d'utiliser les 

x 


intégrales de fonctions puissances, intégrales | f(t) dt faciles à calculer 


b 
pour x < b : si b est nombre fini, l’intégrale or est convergente 


12—6441 
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+o 
dt 


pour æ < 1 et divergente pour a > 1,sib = +, l’intégrale Er 


0 
est convergente pour æ > 1 et divergente pour a < 1. 


Remarques. 1. Montrons comment il faut appliquer le critère de com- 
e(t) 


paraison. Soient ÿ(?) > Oet g(t) = O(Y(t)),t — b,ou lim VO = c,et 
les intégrales fetr) dt, [ÿ(r) dr existent pour x < b. Alors, de l’existence 


b 
de l’intégrale impropre {v) dt découle celle de l'intégrale impropre 
b 
(120 d' en vertu de la majoration ly(r)l < c,#(t) (c, est une constante), 


vraie dans un voisinage du point b. Enonçons le critère analogue de diver- 


gence de l’intégrale : si im PE = c pour yÿ(1) > 0 et l'intégrale 
t— 

b b 

[#() dt diverge, il en est de même de l’intégrale (ets) dt. Ainsi donc, on 


répond à la question de savoir si l’intégrale impropre est convergente ou 
non en considérant la partie principale de la fonction à intégrer pour { — b. 
bd 
2. Pour établir la convergence de l’intégrale impropre EAU )d' il est par- 
a 


fois utile d’intégrer préalablement par parties, pour x < b, l’integrale 
(SG). 

Considérons en conclusion encore un type d’intégrales impropres qu’on 
rencontre, en particulier, dans la théorie des fonctions de la variable com- 
plexe. Supposons que la fonction f(x) n’est pas bornée au voisinage du 
point ce Ja, b et intégrable sur les intervalles [a, c — €,], [c + €,, b], 

b 
e, > 0, €, > 0. L'intégrale impropre | f(x) dx, a < b, se définit alors 


comme suit : ; 


b c 
[fCx) dx = [J(x) dx + [(x) dx = 


a a [ 
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Tel b 
= lim [ f(x) dx + lim { f(x) dx. 
c1—0 : de 


+02 


€, et €, tendent vers zéro indépendamment l’un de l’autre. Définie comme 
suite, l’intégrale impropre peut ne pas être convergente, mais la conver- 
gence a lieu lorsque €, — 0, €, — 0 si €, = €,. Dans ce cas, la limite 
s’appelle valeur principale de l'intégrale de Cauchy. Notation : v. p. 
b 

| f(x) dx (les lettres v. p. sont souvent omises). Ainsi donc 


b cc d 
V. P- (f(x) dx = | | f(x) dx + { f(x) à , € > 0. 


a c+ 


La valeur principale de l’intégrale f(x) dx se définit de façon analo- 
gue dans le cas où l’on donne Fe points au voisinage desquels la 
fonction f(x) n’est pas bornée. Lorsqu'il s’agit de l’intégrale î f(x) dx 
avec une fonction f(x) intégrable sur un intervalle fini Soit on défi- 
nit sa valeur principale comme suit : 


œ N 
V. P. | f(x) dx = Jim | f(x) dx. 
-œ -N 


On appelle souvent intégrales singulières les intégrales prises au sens de la 
valeur principale. 


| 1 | 
Exemples. 1. La série PRE — — est convergente 
dé » ks » (k+1ÿ d 
Ka]! K=0 


d’après le critère de Cauchy-Maclaurin pour æ > 1 et divergente pour 


+> 


dt 


< 1, pui Il l’intégr =—— , 
æ < 1, puisque telle est égrale | T+wp 
0 
+ 
.- sin { 
2. Montrons que l'intégrale | de d' est convergente pour a > (. 
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Intégrons par parties : 


X 


sin / cos ! 
dif = — =—— 
| dé | Qui 


pati 


x 
Fe cos ft 
Le (Fr de 
l 


Le premier terme du second membre tend vers une limite lorsque x — +, 
+ oo 

cos ! 

pat l 


tandis que l'intégrale d' converge d’après le critère de comparai- 


Ù 
+ 


: te | 
son, puisque lcos t/12+1] & 1/17%+1 et l’intégrale ar d'f est conver- 


l 
x 


.. sin { D 
gente. Donc l’intégrale (5 d' tend vers une limite lorsque x — +. 


+ 


Arc tg (1/1) 
t+vVt 


que x — 0, on a Arctgx = O(x), donc (Arctg(1/r))/(4 + Vt) = 
= O(1/1?),t — +0. L'intégrale est convergente d’après le critère de com- 


+ 


dt 


paraison, puisque telle est l’intégrale | 2: 


3. Montrons que l’intégrale | d'£ est convergente. Lors- 


(| 
Exercices. 1. Etudier la convergence des intégrales impropres 


n= | dx Le | 


1/2 0 


Calculer l’intégrale convergente, s’il y en a une. 
2. Etudier la convergence des intégrales 


© 2 
x + I dx dx 
————— dx, Ro à 
Sx? + sin x + 2 e* — cos x In x 


0 


+o 
s \ en sin x 
3. Déterminer pour quelles valeurs de p l’intégrale À = dxest 
XP + sin x 
convergente. Ù 
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ce ]a, bi ; v. p. 


+ 

x 
[ex 
a 


b 
4. Calculer les intégrales v. p. [= a 


$ 12. Intégrales définie et indéfinie 
des fonctions à valeurs complexes et vectorielles 


On peut définir les notions de primitive et d’intégrale indéfinie pour les 
fonctions à valeurs complexes et vectorielles tout comme dans le cas de la 
dérivée. On a les égalités : 

a) si f(x) = u(x) + iv(x), alors 


(SG) dx = [u(x) dx + i [u(x) dx, 


b) si f(x) = U(x), J,(x), .…, f,(x)), alors 
[fCx) dx = ( (x) dx, (f(x) dx, …, (fn (x) dx). 


La notion d’intégrale définie des fonctions à valeurs complexes et vec- 
torielles est analogue à celle des fonctions ordinaires, à cette différence près 
que dans les inégalités correspondantes figurent les modules des nombres 
complexes ou des vecteurs et non des nombres réels. L’intégrale définie 
jouit de toutes les propriétés du cas des fonctions ordinaires, sauf le théo- 
rème de comparaison et la formule de la moyenne, car les opérations de 
comparaison ne sont pas définies pour les nombres complexes et les vec- 
teurs. On a les égalités suivantes : 

a) si f(x) = u(x) + iv(x), alors 


bd bd bd 
[fGx) dx = ju(x) dx + i [u(x) dx, 


b) si f(x) = U,(x), f(x), .…, f,,(x)), alors 
d d d d 
[f(x) dx = (1 (x) dx, [7 (x) dx, …, (JG) dx). 


Pour la somme intégrale composée pour une fonction f(x) complexe ou 
vectorielle on a l’inégalité 


n—) 


< y If(E;)lAx,, 


i=0 


n-1 
y J(;) Ax; 


i=0 


AX; = X;,; 
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Ainsi donc, passant à la limite pour A — 0 (A = max Ax.), on retrouve 
l’inégalité vraie pour les fonctions réelles : 


b 


[fCx) dx 


a 


d 
< (If(x)ldx, a < b. 


a 


Pour a > b cette inégalite s’écrit 


b 


[fx) dx 


bd 
fLfGx)ldx 


a 


< 


Ecrivons l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky pour l’intégrale d’un 
produit de fonctions à valeurs complexes : 


d b 
< | 16215 dx 1F16215 dx, a< b. 


Elle découle de l’inégalité analogue pour la somme intégrale 


b 


[S(x)8 (x) dx 


D J(E;)e(E; )A x; 


i=0 


S LE) VAx 1 [8(E,) VAx] 


i=0 


< 


n- n-) 
Y JE) Ax, Y l8E;)lax,. 


i=0 i=0 


Il est évident que l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky pour l’intégrale 
reste vraie également dans le cas où les fonctions f(x) et g(x) prennent des 
valeurs réelles. Soit maintenant f(x)g(x) le produit scalaire des fonctions 
vectorielles f(x) et g(x) ; on a alors pour a < b 


b b 
< [f(x)g(x)Idx < [If(x)l1g(x)ldx < 


bd bd 
< | [1fCx)12 dx [le(x)l? dx. 


$ 13. Intégrales dépendant de paramètres 


Nous allons appliquer les résultats obtenus lors de l’examen des notions 
de continuité et de dérivabilité de fonctions à l’étude des intégrales du type 


b 
[fCx)8 (x) dx 


a 


bd 
Ge) = [fCx, y) dy, x = (x, .….,x,). 


a 
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De telles intégrales s’appellent intégrales dépendant des paramètres 
Kiss Ne: 


Théorème. Soit f(x, y), x = (x,, .…, x,,), une fonction continue sur 
l’ensemble a < y < b,xe À, où À est un ensemble borné fermé. L'inté- 
grale 


b 


IG) = [FC ») dy 


est alors une fonction continue ‘sur l’ensemble À. 

Q Etant continue sur un ensemble borné fermé a < y < b,xe À, la 
fonction f(x, y) y est uniformément continue. Par conséquent, quel que 
soit e, > 0, il existe un ô = ô(e,) > Otel que f(x, y) — f(x’, y')l <e, 
si Vix — x°12 + Ip — y'12 < 6. 

En particulier, pour y’ = y on a f(x, y) — f(x”, y)l < €, si x, 
bd 


(WG, y) — 


x°e A, 1x — x°l < 6. On en déduit IZ(x) — Z(x°)l = 


b 
[1JCx, y) = ju’, »)idy| < E,(b — a)six,x'Ee À, 


a 


— ja, »hdyl < 


Ix — x'1 < 6. Choisissons €, à partir de la condition e,(b — a) =e, 
e > 0 quelconque. Alors, pour x, x°e À, 1x — x°l < 6, on a l’inégalité 
[I(x) — I(x°)l < €, c’est-à-dire que la fonction Z(x) est continue sur 
l’ensemble À. 


Sim = 1, on peut prendre pour l’ensemble À l'intervalle [c, d]. 

Voyons maintenant sous quelles conditions on peut dériver par rapport 
aux paramètres les intégrâles dépendant de paramètres. Pour simplifier la 
tâche, bornons-nous au cas d’intégrales 7Z(x) dépendant d’un seul paramè- 
tre. 


bd 
Théorème. Soit I(x) = | f(x, >) d?, la fonction f(x, y) et la dérivée 


Fr étant continues pour y e [a, b],xelc, d]. Il existe alors 


d/(x) 
dx 


partielle 


sur l'intervalle { c, d] la dérivée qu'on peut calculer en dérivant sous 


le signe de l'intégrale : 
bd 


di(x) _ (1 ») à, 
dx x | 
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O Ecrivons la relation aux différences 
AI(x) e I(x + Ax) — I(x) 
Ax Ax ° 


Nous avons 


b 
AI(x) _ (ee + AX, Pl JCXx, }) d 
© = | ——— dy. 
Ax Ax 
Servons-nous, pour y fixe, de la formule de Lagrange des accroissements 
finis : 
df(x + t Ax, y) 


Ax, O<1< Il. 
ox 


f(x + Ax, y) — f(x, y) = 


Donc 


AIX) _ [ue + ('AX, y) 


dy, 0O<1< li. 
Ax ox ? 


Etant continue sur un ensemble borné fermé de points (x, y) pour 


, . + Of(X, . 
xelc,d],yef{a, b], la dérivée Ve.) est uniformément continue sur cet 


ensemble. Ainsi donc, pour tout €, > Oil existe un Ô = ô(e,) > 0 tel que 
er) En <E, Si Vix”— xl? + ly° — yl? < 6. 
ox ox 


Posant x” = x + {Ax, y = y, on trouve 


a+ rar MEN) <a si laxl < 6 
ôx 0y 


puisque dans ce cas 1x” — xl = 11 Axil = t|1Axl < ô. Par conséquent, 
bd b 
AI(x) | ES de EE + 1Ax, }) | ve y) | 


< 
Ax ôx ôx x à 


< €,lb — al si lAxl < à. 


b 
< pce + (AXx,}) _ en dy 
re) ox 


X 


Choisissant pour € donné la quantité €, à partir de la condition 
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e,lb — al = €, on trouve 


bd 
AI(x) _ [af(x, y) 
| AXx | ox né 


l<es lAxl < 6. 


AI(x) _ d{(x) 


avec, par ailleurs, 
Ax dx P 


Ce qui signifie qu’existe la limite lim 


bd 
d/(x) _ ([af(x, y) 
dx — [ de 


On démontre un théorème analogue pour les intégrales dépendant de 
b 
plusieurs paramètres : soit I(x) = ( SX, >) dy, x = (x;, …, x,,), la fonc- 


Of(Xx, >) 
fe) 


tion f(x, y) et la dérivée partielle étant continues pour y E 


e[a, b],xe À, où À est un ensemble borné fermé et convexe. IT existe 
O1(x) 


qu'on peut calculer en 
Ôx, 


alors, dans l’ensemble À, la dérivée partielle 


dérivant sous le signe d'intégration : 


b 
91(x) _ (2e »)à, 
ax, ax, | 


L’exigence de la convexité de l’ensemble À s’explique par le fait que la 
formule de Lagrange des accroissements finis pour une fonction de plu- 
sieurs variables a été déduite pour une fonction définie sur un ensemble 
convexe. 

Passons aux intégrales du type 


B{x) 


I(x) = [ fCx, y) dy, 


a(x) 


où les bornes d’intégration dépendent de paramètres. 

Supposons que les fonctions æœ(x), B(x), f(x, y) sont continues pour 
yela, b], x eA, où À est un ensemble borné fermé (par exemple, À = 
= [c, d)eta < ax) < b, a < B(x) < b. Montrons que l'intégrale 7(x) 
est une fonction continue sur l’ensemble À. On a 
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dx) 
I(x + Ax) — I(x) = | U(x + Ax, y) — f(x, y)ldy + 
x) 
x + 3x) a(x+ 3x) 
+ ( f(x + Ax, }) dy — ( f(x + Ax, y) dy. 
x) a(x) 


D’après le théorème sur la continuité de l’intégrale dépendant d’un para- 
mètre, on a 


dx) 


lim | [f(x + Ax, y) — f(x, y)idy = 0. 


àx—0 : 
a(x) 


Majorons les autres termes. La fonction f(x, y) étant continue sur un 
ensemble borné fermé, elle est bornée sur cet ensemble, c’est-à-dire 
Lf(x, y)l < c, où c est une constante. Donc, 


a(tx+3x) a(x+3x) 
[ f(x + Ax, y) dl < [ f(x + Ax, p)ldy| < 
a(x) a(x) 


< cla(x + Ax) — a(x)l, 


d’où, en vertu de la continuité de la fonction aœ(x), on a 


a(x+3x) 
lim Î f(x + Ax, y) dy = 0. 
so a(x) 
D'une façon analogue, 
HCx + 3x) 
Jim | J(x + Ax, y) dy = 0. 
NT dx) 


Donc, 
Jim [GX + Ax) — I(x)] = 0, 


c’est-à-dire que la fonction Z(x) est continue sur l’ensemble À. Indiquons 

maintenant la règle de calcul des dérivées de la fonction Z(x), supposant 

que les fonctions f(x, y), «(x), B(x) admettent des dérivées partielles conti- 

nues sur l’ensemble y e [a, b], x e À, où À est un ensemble borné fermé et 

convexe (par exemple, À = [c, d]). On a Z(x) = w(x, a(x), B(x)), où w(x, 
ls 

L,6)= Î f(x, ») dy. D’après le théorème sur les dérivées de l’intégrale 


1] 
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dépendant de paramètres, on a 
12 


dp(x, ll) _ [un a, ») à 


OX, ; OX, 
1 
En outre, 


dp(x, li; L) dp(x, Los L) 
mn ee : { : Re 
ôt, LL ôt, 


Il découle de ces expressions que la fonction 4(x, /,, t,) admet des dérivées 
partielles continues si x e À, a < 1, < b,a < 1, < bet donc dérivable sur 
cet ensemble. Nous pouvons appliquer la règle de dérivation d’une fonc- 
tion composée, il vient : 


OI(x) _ [èe , de 20 | de de, 
OX, 


= f(x, l) 


OX, Of, 0x, Of, 0x, LL. 13 = 8x) 


Hx) 
aI(X) _ | af(x, ») 
ox 


0x, 


dy + f(x, BCx)) PC) te — f(x, axe) 220) Fa. 


k Xe 
a(x) 


Remarque. Lorsque nous avons traité la question d’existence de la déri- 
O1(x) 


Xe 
= (x,,...,Xx,,), nous avons demandé que la fonction à intégrer f(x, y) et sa 


df(x, >) 
ô 


X£ 


vée partielle de l’intégrale Z(x) dépendant des paramètres x = 


soient continues pour y € [a, b],x e À, où A est 


*k 
suffit de connaître les valeurs de la fonction f(x, y) dans un voisinage aussi 
petit que l’on veut du point x, donc on peut relâcher la restriction imposée 
à l’ensemble À en admettant simplement que c’est un ensemble ouvert. On 
peut considérer au cours de la démonstration au lieu de l’ensemble À un 
voisinage fermé du point donné x (un voisinage fermé est justement un 
ensemble borné fermé et convexe). 


dérivée partielle 


un ensemble borné fermé et convexe. Or, pour calculer la dérivée 270) 


Arrêtons-nous sur la question de savoir s’il est possible de changer 
l’ordre d’intégration lors de l’intégration suivant le paramètre d’une inté- 
grale dépendant du paramètre. 


Théorème. Soit une fonction f(x, y) continue pour cC£x< d, 
d 
a£<}y< b et soit I(x) = (P162 y) dy. Alors, en calculant l'intégrale 
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d 
j1 (x) dx, on peut intégrer suivant le paramètre sous le signe somme déter- 
ë : 


minant la fonction I(x), à savoir 


d b d 
[7(x) dx = je rec y) à 
Ü] Considérons sur l’intervalle [c, d] la fonction suivante de la variable 


Ci 


bd t 
e(t) = 1162 dx — fer ires y) sx] 


C a C 


On a 


bd { 
ge (1) = I(t) — | (ar (rc y) à 


a [a 


D’après le théorème sur la dérivation des intégrales dépendant de paramè- 
tres, on trouve 


bd t b ! 
d L d : 
2 [ar res» : PAICENIE 


a c a c 
b 


= [SC y) dy = 1(0). 


Ainsi donc, w’(f) = O0 et donc g(f) = const pour c < ft < d. Mais 
#(c) = 0, donc #(t) = Det 


{ bd LA 
| 1x) dx = jdy es y) | 


C € 


Pour terminer la démonstration du théorème il reste à poser dans cette éga- 
lité { = d.H 
Passons aux intégrales impropres dépendant de paramètres. Soit Z(x) = 


bd 
= | f(x, >) dy. Si cette intégrale converge pour un x fixe, on dit que l’inté- 
a 
grale impropre Z(x) converge au point x. Si elle converge pour tous x e À, 
l’intégrale impropre converge sur l’ensemble À. Introduisons la notion de 
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convergence uniforme de l’intégrale impropre. Pour fixer les idées, nous 
admettons que la fonction à intégrer admet une seule singularité pour 


} — b. 
b 


Définition. L'intégrale | J{x, >) dy est dite uniformément convergeant 


a 
sur l’ensemble À vers une fonction I(x), x = (x;,, ..…, x,,) si pour tout 
y 


(f(x, ydy — I(x)| < € pour 


a 


€ > Oil existe un à = ô(e) > 0 tel que 


0 < b — y < et tous xE À. 


Attirons l’attention sur le fait que dans cette définition le nombre à peut 
être choisi indépendant de x. 

Nous avons formulé la notion de convergence uniforme pour le cas où b 
est un nombre fini. Si b = +, on remplacera dans la définition à = (€) 


par c = c(e) > O0 et l’inégalité O0 < b — y < 6pary > c. 


Théorème (critère de Cauchy). Pour la convergence uniforme de l’inté- 
b 
grale impropre { f(x, >) dy sur l’ensemble À, il faut et il suffit que pour 


2 
Y2 


(2162 y) dl < € pour 


Yi 


tout £ > 0 il existe un Ô = ô(£) > 0 tel que 


0<b— y, < 6,0 < b — y, <ô,xe A. 
b 


Ü Nécessité. Supposons que l’intégrale (f(x, >) dy converge unifor- 


mément vers la fonction /(x). Alors pour tout €, > Oil existe un à = ô(e,) > 
> Otel que 


y 
(FC, y) dy — 1%)| <e, pou O<b-y<ô, xeA. 


Dans ce cas on a 
2 


(GX, y) dl = 


ÿ1 


2 ÿ] 
es y) dy — rs) - Lies y) dy — re) | < 


»2 


(f(x, y) dy — 1@)| + 


ÿ1 


< 11622 dy — 1) <E + €, = 2, 
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pour 0 < b — y, < 6,0 < b — y, < 6. Choisissons €, à partir de la con- 
»2 
[JCx, y) al < € pour 
Z 

O0 < b — y, < 6,0 < b — y, < à, c'est-à-dire que les conditions du cri- 
tère de Cauchy sont remplies. 

Suffisance. Supposons que pour €, > O0 quelconque il existe un 
Ô = Ô(e,) tel que 


dition 2, = €, € > 0 quelconque. On a alors 


»2 
{ro » dl <e pou O<b—-y, <6, O<b—-}y, <86, xe A. 


ÿ1 


Dans ce cas, pour x fixe, on a les conditions du critère de Cauchy de con- 
vergence de l’intégrale impropre vers une certaine valeur (x). Comme 


#2 


ICx) = lim [f(x y) dy, 
720 : 


on a d’après le théorème de comparaison pour la limite d’une fonction 


J] ÿi 2 
Fo n dy — 1x)| = ne HG ») dy — pe }) dl = 
y2 . 


= lim 11622 dl < €, pour 0O<b—-}y, <6ô, xe A. 
J2— »l 


Choisissant, pour € > 0, €, quelconque, €, < €, on trouve 


” 
(SG, ») dy — I(x)| < € pour b — y, < 8 = ô(E), xeAÀ, 


ce qui exprime précisément la convergence uniforme de l’intégrale 
b 


ex, y) dy vers la fonction (x) sur l’ensemble À. 


Remarque. Si b = +, il faut partout dans le théorème et dans le cri- 
tère de Cauchy remplacer ô(e) par c = c(e) > 0, et les inégalités 0 < b — 
— ÿ, < à,0 < b — y, < à par les inégalités y, > c, y, > c. 


Indiquons le critère de comparaison suivant de convergence 
uniforme : si |f(x, »y)l < w(y) pour xe À, a < y < b, et l'intégrale 
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d b 
[eW)dy est convergente, alors l'intégrale | f(x, y) dy est uniformément 
convergente sur l’ensemble À. 

L’assertion découle de l’inégalité 


Y2 Va 


{rc » dl < [f(x p)ldy < [e(y) dy, y, < y, 
J y] 


Y] v] 
L] 


b 
et du critère de Cauchy pour l’intégrale ET y) dy. 


a 
A l’aide de la notion de convergence uniforme des intégrales impropres 
dépendant de paramètres on peut prouver la validité des théorèmes précé- 
dents. 


Théorème. Soit f(x, y), x = (x,, ..…., x,,), une fonction continue sur 

l’ensemble a < y < b,xE À, où À est un ensemble borné fermé, et sup- 
b 

posons que l'intégrale I(x) = | f(x, y) dy est uniformément convergente 


sur l’ensemble À. Alors l'intégrale I(x) est une fonction continue sur 
l’ensemble À. 

[] L'intégrale impropre /(x) étant uniformément convergente sur 
l’ensemble À, pour toute, > Oilexiste un y < b tel que 1Z(x) — I(x)l < 


y 


< €, pour xe À, où [(x) = (SC, y) dy. Donc on a pour x, x’ € A 
[Z(x) — I(x°)l = 
= I[ZCx) — (x) + LICx 7) — (x) + [ZCx) — IX < 
< 11Cx) = Itx)l + 1x) — 1x) + 1x) — I(x°)l < 
< 2e, + I{(x) — 1(x°)l. 


La fonction f(x, y) de l’intégrale /(x) étant sans singularités et continue 
sur l’ensemble a < y < y, xe À, la fonction Z(x) est continue sur 


l’ensemble À. Il existe donc un à = ô(e,) > O tel que 1Z(x) — I(x')l < €, 
pour 1x — x°l < ô, d’où pour 1x — x°1 < ô on a 1Z(x) — I(x°)l < 3. 
Choisissant maintenant €, à partir de la condition 3e, = €,e > 0 quelcon- 
que, on obtient pour 1x — x°l < ô l’inégalité |Z(x) — Z(x°)l < €, doncla 
fonction Z(x) est continue sur l’ensemble À. 


Remarque. Si I(x) est une fonction d’une seule variable, on peut pren- 
dre en qualité de l’ensemble À figurant au théorème, l’intervalle [c, d]. 
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sont conti- 


Théorème. Supposons que les fonctions f(x, y) et EL ») 


nues pour y Ee[a, b[,xelc, d] et les intégrales 


b b 
I(x) = (rc }) dy et S(x) = (Ge dy 


sont uniformément convergentes sur l'intervalle {c, d]. Il existe alors sur 


di(x) 


cet intervalle une dérivée qu'on peut calculer en effectuant une déri- 


vation sous le signe somme, c'est-à-dire que 


d 
dJ(x) _ [af(x, y) 
dx | ôx né 


a 


Ü] Prouvons la convergence uniforme des intégrales 
bd 
(ee + Ax, y) — f(x, y) 


re dy. La formule de Lagrange des accroissements 


finis pour y, < y, < b nous donne 


> "2 
(ru + Ax, y) dy — fre y) dy = 
Y] ÿ] 
"2 2 
= A ee f(x + t'AX, }) dy = Ax QUE NPA}. 
dx ox 
Y] ÿ] 


Le nombre ft est ici tel que 0 < #£ < 1 et ne dépend pas de y. L’intégrale 
b 


df(x, y) 
ox 


dy est uniformément convergente, donc, quel que soit £ > O, il 


"2 


existe un Ô = Ô(e) > 0 tel que | { 


VE D ay] <Eesib — y, < ô, b — 


7 
— }, < 6,xec, d]. Par conséquent, on a 
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#2 #2 

| [ee + ax y) = fx y) à, = | (2e +rax mie, 
Ax ox 

] Yi 


pour b — y, < ô,b — y, < 6, c’est-à-dire que l'intégrale 
d 
ICx + 4x) — I(x) _ fre + ax y) = Jp) à, 
Ax ox 


a 


est uniformément convergente par rapport à Ax. En vertu de la conver- 
b 
I(x + 4x) — I(x) s f(x, y) 
Ax ox 


gence uniforme des intégrales dy ilexiste 


pour tout &, > O un } tel que 
Ée + …. — Î(x) _ I(x + 4x) — sit) <&, IS) — S(x)l < ë,, 
X Ax 
y y a 
où /(x) = fre y) dy, S(x) = (2 dy. Donc 


I(x + Ax) — I(x) 


Ax E sx) _ 
: | I(x + Ax) — I(x) _ [x + Ax) — I(x) | + [SGx) — SG + 
Ax Ax 


: [A 20 0 Sc ||< 
Ax . 
RES : RS os à + 15(x) = S(x)1 + 


< 
à AXx Ax 


I(x + AX) En I(x) _ S(x) | 


I(x + Ax) — I(x) 
5 | Ax 


— S | < 2 + 
Ax G) 


La fonction f(x, y) de l’intégrale Z(x) ne présente pas de singularités et 
cette dernière est justiciable du théorème sur la dérivabilité des intégrales 
dépendant d’un paramètre. Il existe donc la limite 

im I(x + Ax) — I(x) _ di(x) 
âax—0 Ax dx i 
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égale à S(x). Par conséquent, on peut exhiber un à, = ô,(€,) > 0 tel que 
es Ax) — I(x) 


. — 5x) <e, si lAxl < 6. 


Ainsi donc, on a pour lAxi < Ôô 
(x + Ax) — I(x) 


— S | < 3e, 
re (x) é, 


Posant 3e, = €,e > 0 quelconque, on trouve que pour lAxi < à, a lieu 


l'inégalité 2 5e = s(x)| < €, donc la limite 


Ax 
lim I(x + Ax) — (x) - d/(x) 
3v—0 Ax dx 


existe et est égale à S(x). 


On prouve un théorème analogue pour une intégrale Z(x) dépendant de 
plusieurs paramètres, en remplaçant l’intervalle fermé [c, d] par un ensem- 
ble borné fermé et convexe À, ensemble de définition de la fonction Z(x), 


x = (x,,...,Xx,, ), et les dérivées SAGE sa) par les dérivées AG2} 
ox dx 0x, 
Te pour # fixe (à vérifier à titre d’exercice). 
k 


Passons au théorème sur l’intégration suivant un paramètre d’une inté- 
grale impropre dépendant d’un paramètre. 


Théorème. Soit f(x, y) une fonction continue pour xelc, d], 
a < y < b < ©, et supposons que l'intégrale impropre 


b 
(x) = [fCx, y) dy 


est uniformément convergente sur l'intervalle {c, d]. Alors 


C [4 


a b d 
| 70) dx = (dy ire y) ax 


Ü] Etant uniformément convergente sur l’intervalle [c, d], l’intégrale 
d 

I(x) est une fonction continue sur cet intervalle, donc l’intégrale {1 (x}Ydx 
C 


existe. En vertu de la convergence uniforme de l’intégrale Z(x), il existe 


$ 13] INTÉGRALES DÉPENDANT DE PARAMÈTRES 195 


pour tout €, > Oun y < btel que IZ(x) — I(x)l < €,, où 


IG) = [fGx y) dy, c<x< d. 


d d d 
Or, 1162 dx = | 1Cx) dx + œ, où œ = ([ZCx) — I(x)]dx. Majorons a : 


d 
lal & ([1Z(x) — I(x)ldx < ed — oc). 


Choisissons €, à partir de la condition e,(d — c) = €, > 0 quelconque. 
Il vient læl < €. Ensuite, d’après le théorème sur l’intégration suivant un 
paramètre de l’intégrale dépendant d’un paramètre, on a 


d'_ y d 
[I(x) dx = fav] fs nan] 


D’où 
d y d 
I(x) dx — |\dyl|\f(x, y) dxll = lœl <e, 
ra jolie na] 


ce qui donne lieu à 


d b d 
| Z(x) dx = [ay] fre y) dx |. 


C € 


où la dernière intégrale est impropre. BB 


Tous les raisonnements des théorèmes démontrés restent en vigueur 
dans le cas où b = +. 

On peut généraliser au cas des fonctions à valeurs complexes ou vecto- 
rielles toutes les propriétés des intégrales dépendant de paramètres que 
nous venons d’établir. Les opérations de dérivation et d’intégration suivant 
un paramètre des intégrales dépendant de paramètres permettent souvent 
d’obtenir des expressions analytiques de ces intégrales. 

Soit à calculer l’intégrale 


I(@) = (es MX ax a > O0. 
0 


13" 
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Comme en vertu des majorations 


ex 


< ex, lex sin xl < e-%, a > 8 > 0, 


sin n 
x 


les intégrales Z(œ) et ere sin x dx convergent uniformément pour 
0 

a > Ô > O0 et tout ô, on peut dériver suivant le paramètre sous le signe 

somme 


[”(@) = — ee sin x dx = im jeu x = 


0 0 


= Im ee 
a +i 1 + @ 


pour æœ > 0. Intégrant la relation obtenue et compte tenu du fait que 
lim Z(œ) = 0, on trouve 


— arc {g @. 


" dt 
1 = = | — 
(æ) (: Far arc îg { é 


WI à 


Exercices. 1. Etudier la continuité de la fonction 


__ { xO) 
F(x) né [à + y2 dy, 


où la fonction f(y) est strictement positive et continue pour y € [0, 1]. 
2. Appliquant la dérivation par rapport au paramètre, calculer l’inté- 
grale 


r/2 
1 + acos x dx 
Le. , lal< 1. 
Îl — acos x /cos x 
0 


2 
3. Calculer F‘(x) si F(x) = | e-* dy. 


x 


d 
4. Calculer F°’(x) si F(x) = [fO)Ix — yldy (a < b, f(x) est une 


a 


fonction continue sur [a, b]). 
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S. Calculer l’intégrale 


I 
Fee 


dx, a>0,b> oO, 
In x 


0 


usant de la dérivation suivant le paramètre d’une autre intégrale. 
6. Compte tenu du résultat précédant l’exercice 1 


sin X x 
I(œ) = [e-er SLX dx = — — arctgaæ, a > O0, 
; x 2 
0 
sin 
montrer que [#2 dx = —. 
x 
0 
Indication. Faisant intervenir le critère de Cauchy et l’intégration par 
parties, prouver préalablement la convergence uniforme de l’intégrale 7(œ) 
pour « > Oen se servant de l’égalité 


—ax 


1 + @ 


(œ sin x + cos x). 


Con sin x dx = — 


CHAPITRE 7 


SUITES DE FONCTIONS 


$ 1. Définition et généralités 
sur les suites de fonctions 


Outre les suites numériques, dans l’ Analyse sont largement utilisées les 
suites fonctionnelles, c’est-à-dire les suites {f,(x)} de fonctions d’une ou 
de plusieurs variables définies dans un ensemble À. Une suite de fonctions 
{f,(x)] sera dite bornée sur A s’il existe un nombre c > 0 tel que 
[f,(x)l < c pour x € À et tout n. Fixons une valeur de la variable x et con- 
sidérons tous les termes de la suite au point x. Nous obtenons une suite 
numérique {f,(x)]. Si cette dernière suite converge, on dit que la suite de 
fonctions converge au point x. Si la suite de fonctions converge pour tout 
x e À, on dit qu’elle converge sur l’ensemble À tout entier. La limite de la 
suite dépend évidemment de x : 


limf,(x) = f(x), xe À. 


Introduisons la notion de convergence uniforme d’une suite de fonctions 
sur un ensemble À. 


Définition. Une suite de fonctions {f,(x)} converge uniformément sur 
l’ensemble À vers une fonction f(x) si, quel que soit € > 0, il existe un 
numéro N = N(E) tel que pour n > Nonalf,(x) — f(x)l < € pour tout 
X E À. 


Pour la convergence uniforme on exige accessoirement, à la différence 
de la convergence ordinaire, l’indépendance de N par rapport à x. 


Exemple. La convergence de la fonction f,(x) = x” vers zéro sur 
l'intervalle J]0, 1[ lorsque 7 — œ n’est pas uniforme, car pour 
x = x, = V1/2 on a f.(x,) = 1/2 pour tout n et donc l'inégalité 
1f,(x)l < € est impossible pour r > N, xe]0, 1[ si, par exemple, 
E < 1/2. 


Exercice. Soit f,(x) = n{f(x + 1/n) — f(x)] et supposons que la 
fonction f(x) admet une dérivée continue sur ]a, b[. Montrer que la suite 
f,(x)] converge uniformément vers f’(x) sur l’intervalle [æ, 8] pour 
a<a</fB< b. 


Théorème (critère de Cauchy) de convergence uniforme. Pour qu’une 
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suite de fonctions {f,(x)] converge uniformément sur un ensemble À vers 
une fonction f(x) il faut et il suffit que pour tout £ > 0 on puisse exhiber 
un N = NE) tel que l’on ait |\f,(x) — f,.(x)| < epourm>Nn>N, 
X E À. 

Ü Nécessité. Supposons que la suite {f,(x)} converge uniformément 
sur l’ensemble À vers une fonction f(x), c’est-à-dire que pour tout €, > 0 
il existe un numéro N = N(E,) tel que 1f,(x) — f(x)l < €, pour 
n > N(E,),xEe À. Or, dans cecassonapourn > Nm>N,.xeA 


1, x) — fax) = 1, 0x) — FX) + Lx) — f, 00) < 
<1f,(x) — f(x)! + 1f,,(x) — f(x)l < 2:.. 


Choisissant €, égal à €e/2, € > O quelconque, on trouve que 
1f,(x) — f,(x)l < & pour n > N{(E), m > N{E), xe À, ce qui est 
l'expression du critère de Cauchy. 

Suffisance. Supposons que les conditions du critère de Cauchy sont 
réalisées, c’est-à-dire que pour tout €, > 0 il existe un N = N(e,) tel que 
f(x) — f,(x)l < &, pourn > N,m2>N,xe A. Alors pour chaque x 
sont réalisées les conditions du critère de Cauchy de convergence de la suite 
numérique {f,(x)}, c’est-à-dire qu’existe la limite lim f,(x) = f(x) pour 


x E À. Passant dans les conditions du critère de Cauchy à la limite pour 
m — ©, on trouve d’après le théorème de comparaison pour les limites 
1f,(x) — f(x)l < e, pour n > N(E,),x € À. Soit maintenante > 0 quel- 
conque, posons €, = €/2. Alors pour n > N(E), xe À, on a 
1f,(x) — f(x)! < €, c’est-à-dire que la suite {f,(x)}] converge uniformé- 
ment vers la fonction f(x) sur l’ensemble 4. 


Théorème sur le changement de l’ordre de passage à la limite. Suppo- 
sons qu’une suite de fonctions {f,(x)] converge uniformément sur un 
ensemble À vers une fonction f(x) et qu'existent les limites lim f,(x) = 


= b,. Alors il doit exister la limite lim f(x) = b, où b = limb, 
On peut noter l’assertion du théorème sous la forme 


lim [lim /,Cx)] = lim {lim f,(x)], 


c’est-à-dire qu’on peut intervertir l’ordre de passage à la limite suivant 
l'indice n et la variable x pour les suites uniformément convergentes. 

Ü] La suite de fonctions {f,(x)} étant uniformément convergente sur 
l’ensemble À, il existe pour toute, > Oun numéro N = N(e,) tel que pour 
n>Nm>N,xeA, l’on a l|f,(x) — f,,(x)l < €,. Passant dans cette 
relation à la limite pour x — a, on trouve d’après le théorème de comparai- 
son pour la limite d’une fonction que lb, — b,l < €, pour st. >: 
m > N. Sipoure > 0 quelconque on choisite, < e,ona Ïb, DATE: E 
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pour n > N,m > NN, c’est-à-dire que la suite {b,] converge, d’après le cri- 

tère de Cauchy, vers un nombre b lorsque ñ7 — œ. En faisant tendre 

m vers œ dans l'inégalité 1b, — b,,| < €, on obtient l’inégalité 

lb, — bl < e, pour n > N. Montrons qu’il existe la limite lim f(x) égale 
X—0 


à b, où f(x) = lim f,(x). En faisant tendre m vers œ dans l’inégalité 


1f,(x) — f,(x)l < e, pourn > N,m>N,xe A, on trouve |f,(x) — 
— f(x)l <e, pour n > N,xe A. Par conséquent, f(x) — bl = 1[f(x) — 
— f,(x)] + W,(x) — b,] + [b, — b]1 < 1f,(x) — f(x)! + 1b, — bl + 
+ 1f,(x) — bi <e, +e, + 1f,(x) — b,l pour n > N(e,), xe A. 
Fixons un numéro n tel quen > N(E,). Comme lim f,(x) = b,,il existe 


pour tout €, > O un ô = ô(e,) > O tel que pour 1x — al < à l’on a 
1f,(x) — b,l < &,. D’où pour Ix — al < ëô on tire If(x) — bl < 3e. 
Choisissant, pour tout € > 0, €, = e/3, on obtient pour 1x — al < à 
l'inégalité f(x) — bl < €, et donc lim f(x) = b. 


Corollaire. Supposons qu'une suite {f,(x)] de fonctions continues au 
point x = a converge uniformément sur l'ensemble À vers une fonction 
f(x) et a € À. Alors la fonction f(x) est continue au point x = a. 


En effet, si a est un point isolé de l’ensemble À, l’assertion est évidente. 
Si a est un point d’accumulation de l’ensemble À, on a d’après le théorème 
précédent lim [lim fa (x) ] = lim | lim f, (x). D'autre part, lim f,(x) = 


= f,(a), lim f, (x) = f(x), donc lim f(x) = f(a), ce qu’il fallait 
démontrer. 


$ 2. Dérivation et intégration terme à terme 
des suites de fonctions 


Etablissons les conditions d’existence de la dérivée de la limite d’une 
suite de fonctions convergente {f,(x)]. Pour simplifier les raisonnements, 
bornons-nous au cas où les fonctions /,(x) dépendent d’une seule variable. 


Théorème sur la dérivabilité terme à terme d’une suite de fonctions. 
Supposons que chacune des fonctions d’une suite {f,(x)] soit dérivable sur 
un intervalle [a, b], la suite des dérivées {f,; (x)] étant uniformément con- 
vergente sur [a, b]. Si la suite {f,(x)] converge en un point x, €e [a, b], elle 
converge partout sur [a, b] vers une fonction f(x) dérivable et lim f(x) = 


= f(x). 
O Considérons la relation aux différences 
Af,(Xo) = f,(x) En AC) 
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| ; Af,(x . ; 
Etablissons que la suite de fonctions rs } converge uniformément 
x 


sur l'intervalle [a, b] pour x # x,. Nous devons montrer que sont satisfai- 
tes les conditions du critère de Cauchy de convergence uniforme. On a 


Af, (Xo) Afhn(Xo) _— A7, (xo) mu fm Co) 


mm D ————. 


AXx AXx AXx 


D’après la formule de Lagrange des accroissements finis on trouve 


AU ,(xo) — fn(xo)] _ d . = 
ns eu DA) fn Xe 


= {, (&) — fhE), £ e ]xo, X[: 


La suite {f” (x)] étant uniformément convergente sur [a, b], il existe pour 
tout € > ON = N(E)tel quel’ona If} (E) — f,(E)l < epourn > N,m 2 


> N,tel{a, b]. Ainsi donc, Afa(Xo) _ Afn(xo) <e pour n >N\, 
AXx AXx 
m>N,xela, b],x # x,, c’est-à-dire que la suite F* ro) 


converge 


uniformément sur l’intervalle [a, b] pour x + x,. La convergence de la 
suite {f, (x)] vers f(x) lorsque 7 — © et x € [a, b] découle donc de l’égalité 


L69 = Lo) + Vo 


x = X,4. Par conséquent, les conditions du théorème sont satisfaites pour 
tout x,Eela, b]. D'autre part, la convergence uniforme de la 


Ax et de la convergence de la suite {f,(x)] pour 


suite rs et la convergence de la suite {f,(x)} pour x € [a, b] impli- 


quent 
lim lim © An ra +. lim a | 
X—X0 n — © n — œ X—X9 AXx 
1.e. fu) 
Af(X À 
AJUo) _ ; 
x Lu AXx lim f, (Xo) 


Il s’ensuit que la fonction f(x) est différentiable au point x, et f'(xo) = 
= limf,(xo), x, € La, b] quelconque. 


On démontre de façon analogue le théorème d’existence de la dérivée 
partielle de la limite d’une suite de fonctions {/,(x)] de plusieurs variables : 
si les fonctions f,(x),x = (x,, …, x,,), sont définies sur un ensemble con- 


vexe À, admettent sur cet ensemble des dérivées partielles ee (pour k 
k 
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fixe) et les suites {f,(x)|, 7e convergent uniformément sur 


k 
l’ensemble À, la fonction f(x) = lim f,(x) admet sur À la dérivée partielle 


af (x) et af x) = lim fn) . (Prouver ce théorème à titre d’exercice.) 
0X4 OX, n—> OX4 
Passons à la question d’intégrabilité de la limite d’une suite de fonc- 
tions. 


Théorème de l’intégrabilité terme à terme d’une suite de fonctions. Soit 
[f, (x)} une suite de fonctions intégrables sur l'intervalle {a, b]. Si certe 
suite converge uniformément sur | a, b] vers une fonction f(x), alors f(x) y 
est intégrable et 


b b 
[fGx) dx = lim [f,(x) dx. 


Ü En vertu de la convergence uniforme de la suite {f, (x)] sur l’inter- 
valle [a, b] pour tout €, > 0, il existe un numéro N = N(E,) tel que 
f(x) — f,(x)l < €, pour n > N, xela, b]. La fonction f(x) étant 
intégrable sur l’intervalle [a, b], il existe un Ô = Ôô(e,) tel que pour toute 
subdivision R de l’intervalle [a, b] en m intervalles partiels on a l’inégalité 


m—i 

Y &, ,AX; < E&, 

{0 
pour À < ô. Ici A = max Ax,, w, , = Sup L'AC2 — f,(x°)l est 

d x, x'e[x,, Xj4) 
l'oscillation de la fonction f,(x) sur l’intervalle [x;, x;,,]. Soit w, =. 
_ sup | f(x) — f{x”)l l’oscillation de la fonction f(x) sur l’inter- 
l 


x, x'elx,.x,, 
m—] 
valle [x;, x;,,]. Estimons la somme Ÿ w;Ax;. Nous avons pour x, x°€ 
i=0 
€ (x, x,1] 
LfCx) — fc) = IDC) — f,G0)] + D,0x) — 7, (x) + 
+ D) — SOI < 1,0) — FOI + 1,7) — SG + 
+1,(x) — S,(x')l < 2e, + 19, (x) — f,(x°)1. 


Donc w, < 2, + w, , et, pour À < à, 


m=—) 
y w,AX, < 2,(b—-a)+e.. 


1=0 
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Supposons maintenant que le nombre €, est choisi à partir de la condition 
2,(b — a) +€, = €, e > 0 quelconque. Alors pour À < à nous avons 
m—1 m-| 

Ÿ w;Ax, < €, c’est-à-dire lim ÿ w;Ax; = 0, cequi signifie que la fonction 
iM0 7 i=0 

f(x) est intégrable sur l’intervalle [a, b]. Sin > N(Ee,), alors 

bd b 


b 
(SG) dx — |, (x) dx = |[Lx) — J,G:)] dx] < 


a a a 
b 


< [ LC) — f,(x)ldx < e(b—-a)<e, 


b b 
[fCx) dx = lim [f,Cx) dx. 


a 


Exercice. Montrer que lim (: 


0 


+ X 


Indication. Considérer les intégrales sur les intervalles [0, 1 — €] et 
[1 — €, 1] pour € > 0 suffisamment petit. 


8 3. Séries de fonctions 


Soit une série D g.(x), où les fonctions #,(x) sont définies sur un 
k=0 
ensemble À. Si la série y #.,(X) converge pour tout xe À fixe, elle 
k=0 
s’appelle convergente sur l’ensemble A. La série s’appelle uniformément 
convergente sur l’ensemble À vers une fonction f(x) définie sur À si la suite 
n 
des sommes partielles f,(x) = y p,(x) converge uniformément sur 
kK=0 
l’ensemble À vers la fonction f(x). Du critère de Cauchy de convergence 
uniforme d’une suite de fonctions découle le critère de Cauchy analogue de 
convergence uniforme d’une série de fonctions : pour qu'une série de fonc- 
tions y g, (x) converge uniformément sur un ensemble À, il faut et il suf- 
k=0 
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fit que pour tout £ > Oilexiste un N = N(E) tel que pour n > m > N(E), 
n 
D Le co) < €. 
kesm+l! 

Indiquons un critère simple de convergence uniforme d’une série de 
fonctions : soit lw,(x)l < a, pour x € À et supposons que la série numéri- 


x e À, l’on ait 


œ ©œ 

que D a, converge ; alors la série de fonctions y e, (x) converge unifor- 
k=0 k=0 
mément sur l’ensemble 4. L’assertion découle du critère de Cauchy de con- 
©œ nñn n 
vergence de la série y a, et de l’inégalité y pe (xX)| < )) lp, (x)l < 
k=0 k=m+1 Kk=m+) 

n 

< ÿ a,. 
kemr+] 


Nous avons déduit la convergence d’une série de la convergence d’une 
suite. On pourrait mettre en correspondance, à chaque suite de fonctions, 
une série de fonctions et déduire des critères de convergence de la série cer- 
tains critères de convergence de la suite. En effet, soit [f,(x)} une suite de 
œ 

fonctions. Considérons la série f(x) + Ÿ [f,,,(x) — f,(x)]. La somme 
K=0 

partielle de cette série tronquée au (7 — 1)-ième terme vaut 


n—1 


Jo (x) + D Des) — fx] = J, 0x). 
KkK=0 


La convergence de la suite de fonctions {f, (x)} découle donc de la conver- 
gence de la série de fonctions S U,,,(x) — f,(x)]. On en tire un critère 
simple de convergence tone duhe suite de fonctions : si pour x € À 
sont satisfaites les inégalités | f, ,,(x) — f,(x)l < a, et la série S a, COn- 
k=0 
verge, la suite de fonctions | f,(x)} converge uniformément sur l'ensemble 
A. 
Enonçons pour les séries de fonctions les théorèmes découlant des théo- 
rèmes analogues démontrés plus haut pour les suites de fonctions : 
1. Si la série S £,(x) converge uniformément pour x E À vers une 
k-=-0 
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fonction f(x) et lim w,(x) = b,, alors la série D b, est convergente, la 
xX—a k=0 


limite lim f(x) existe et 
lim (x) = D b, = y lim pr (x). 
k=0 K=0 


2. Si la série y p,(x) converge uniformément pour x e À vers une 
k=0 
fonction f(x) et les fonctions +,(x) sont continues pour x = a € À, la 


Jonction f(x) est continue pour x = a. 


3. Si la série y e,(x) converge uniformémeni sur l'intervalle {a, b] 


k=0 
vers une fonction f(x) et les fonctions &,(x) sont intégrables sur l'inter- 
valle [a, b], la fonction f(x) est aussi intégrable sur l'intervalle [a, b], et 


b 


æ b 
[fG) dx = Y [es(x) dx, 


a k=0 
ie. 


ks=0!|a 


LE mrcojés = ÿ eo Si 


4. Si les fonctions 4, (x) sont dérivables sur l'intervalle a, b] et la série 


y @, (x) converge uniformément sur cet intervalle, alors la convergence 


k=0 


de la série y g,(X) en un point x, implique sa convergence en un point 


K=0 
quelconque de l'intervalle a, b] vers une fonction f(x) dérivable sur 


[a, b], et 
J'(x) = Ye(x), Le. D +0] = D pK (x). 
K=0 ks0 k=0 


Appliquons ces théorèmes à la série entière y a,x*. Comme il a été 
K=0 


montré lors de l’examen des séries des nombres complexes, cette série est 
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convergente pour Îxi < R et divergente pour Ilxi > R, où R = 
= 1/ lim VTa, 1. La série entière converge uniformément pour Ixl < x,, 


où x, est un nombre arbitraire tel que lx,l < R. En effet, dans ce cas 
la,x*1 < la,xél et la série Ÿ la,x$l converge. Donc pour xl < R la 


K=0 
œ 


série entière Ÿ a,x“ est une fonction continue. 
k=0 
Cherchons le domaine de convergenèe des séries qui s’obtiennent à la 
suite d’une dérivation et d’une intégration formelles de la série entière. 
c’est-à-dire des séries du type 


Y'akxtl = Y(k + la,,,x* 
k=! a=Nn 
et | 
e xk+! : xk 
» 4kk+1— D) LATE 
k&ks=0 k=! 


C’est aussi les séries entières aux rayons de convergence R, = 
= 1/ lim VC + Dia, let R, = 1/ Tim VTe,_ 1/7. Comme d’après la 


règle de L’Hospital on a 


Ê 1 lim (ln x/x) lim (1/x) 
lim x!/* = e*—+> = e*-+® = 1, 
X— +o 
alors 
im VK +1= limVk=Ii 
—-œ &k — © 
et 


lim VC + Dia, l = lim VTa,_ TX = Jim VTa,1, 


donc R, = R, = R. Par conséquent, la série entière et les séries qui s’en . 
obtiennent par une dérivation et une intégration terme à terme convergent 
uniformément pour |x! < x, < R. Pour cette raison, on peut appliquer à 
la série entière une dérivation et une intégration terme à terme pour 
xl < R (vu l’arbitraire dans le choix de x,). 


Exercice. (Chercher le domaine de convergence de Ia série 


= [1 + 2 cos (xn/4)}" 


x" et établir le type de convergence de cette 
nn 


na2 
série à la frontière du domaine de convergence (dire si la série est absolu- 
ment ou semi-convergente ou bien divergente). 
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$ 4. Théorème d’Arzelà 


Le théorème de Bolzano-Weierstrass énoncé pour les suites numériques 
a un analogue valable pour les suites de fonctions continues. La question se 
pose de la façon suivante : sous quelles conditions est-il possible d’extraire 
d’une suite {f, (x)] de fonctions continues sur l’intervalle [a, b] une sous- 
suite uniformément convergente ? La condition voulant que la suite {f} (x)] 
soit bornée ne suffit pas. Il s’avère que les conditions suffisantes sont les 
suivantes : les fonctions /, (x) doivent être : 

1) uniformément bornées, c’est-à-dire qu’il doit exister un c > Otel que 
|f,(x)l < cpourtousnetxela, b]; 

2) équicontinues, c’est-à-dire que pour tout € > 0 il doit exister un 
Ô = Ôô(e) > Otel que pour tous x et x ” vérifiant l’inégalité 1x — x°| < ôet 
tout n l’on ait If, (x) — f,(x°)l < €. 


Théorème d’Arzelà. De toute suite de fonctions {f,(x)] uniformément 
bornée et équicontinue sur un intervalle {a, b] on peut extraire une sous- 
suite convergente. 

O Supposons que la suite {f, (x)] est uniformément bornée et équicon- 
tinue. Ceci signifie que 1f.(x)l < c et, quel que soit € > 0, il existe un 
ô = ô(E) > O0 tel que 1f,(x) — f(x °)l < € si lx — x°1 < ô,xe[a, b], 
x°e[a, b]. Les graphiques des fonctions f(x) sont compris dans le rectan- 
gley = —-c,y = +c,x = a, x = b (fig. 13). Etablissons la propriété sui- 
vante de ces graphiques : choisissons un €, > 0 arbitraire tel que c/E£, soit 
un entier ; d’après cette valeur de &,, cherchons la valeur correspondante de 
d = Ô(€,) à partir de la condition d’équicontinuité des fonctions f, (x). 
Partageons l'intervalle [a, b] en intervalles égaux d’une longueur inférieure 
à Ô,. Si l’on divise maintenant l'intervalle [—c, +c] en intervalles de lon- 
gueur €,, le grand rectangle se trouvera partagé en petits rectangles d’une 
hauteur €, et d’une largeur <6,. Le graphique de chaque fonction peut tra- 
verser à l’intérieur d’une bande x; < x < x;,, au plus deux rectangles voi- 
sins en vertu de l'inégalité 1f,(x) — f,(x 91 < €, si 1x — x'1 < 6,. 
Extrayons de la suite {f (x)] une suite uniformément convergente. Posons 
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E, = Ep/2*, k = 0, 1, 2, … Associons aux nombres &, les nombres 6, . 
Divisons le rectangle initial en petits rectangles de hauteur &, et d’une lar- 
geur inférieure à &,. Alors dans la première bande à gauche, x, < x < x, 
(x, = 4, X, — x9 < Ô,) par au moins un couple de rectangles voisins (ce 
couple est hachuré sur le dessin) passe une infinité de courbes de fonctions. 
On peut donc extraire de la suite {f, (x)} une sous-suite des fonctions dont 
les graphiques traversent deux rectangles adjacents hachurés de la première 
bande à gauche. Dans la deuxième bande à gauche, x, < x < x,, nous 
n’allons considérer que les courbes des fonctions qui font partie de la sous- 
suite extraite. Raisonnant comme dans le cas des fonctions f, (x) de la pre- 
mière bande, nous pourrons extraire une nouvelle suite de fonctions, de 
celles dont les courbes traversent un couple de rectangles adjacents de la 
première bande et un couple analogue de la deuxième bande. En poursui- 
vant ce processus d’extraction de sous-suites au passage à la bande sui- 
vante, on extrait en définitive de la suite {f, (x)} une sous-suite Je, (x)} des 


fonctions dont les courbes traversent dans chaque bande deux rectangles 
voisins. Introduisons la notation Je, (x) = f, )(x). Ainsi donc, pour tout 
nm xonalf, (x) — f, oiX)l < 265. 

Passons de €, à €,. Divisons chaque intervalle partiel en intervalles 
d’une longueur inférieure à ô, et répétons ad litteram les raisonnements 
précédents, en remplaçant la suite {f,(x)} par la suite [f, ,(x)}, & par €, à, 
par à, ; nous extrairons en définitive de la suite | Îh o(x) une sous-suite 
P..0(X)} = {3 1(x)) de fonctions dont les courbes traversent à l’intérieur 
de chaque bande (d’une largeur <6,) deux rectangles adjacents d’une hau- 
teur égale àe, = €0/2, c’est-à-dire que pour tous nr, m,xonalf, ,(x) — 
— fn 1x) < 261. 

De façon analogue, passant successivement à €,, €,, ..…., €,, ..…., on 
extrait des sous-suites [f, ,(x)}, [f, 3(x)}, .…, FA 4 (x)}. Remarquons que 
la suite {f, ,(x)] est une sous-suite de la suite {f, ,_; (x)} et les graphiques 
des fonctions f, ,(x) traversent, à l’intérieur d’une bande d’une largeur 
<ô,, deux rectangles adjacents d’une hauteur &,, d’où 1f, ,(x) — 
eh px) < 2e, pour / > Kk,p > Kettous n, m, x. Considérons mainte- 
nant la suite {f, ,(x)]. Pourtoute > O,ona1f, ,(x) — f, ,(x)l < € si 
n >N,m 2 Net le numéro N'est choisi à partir de la condition 2, < €. 
Ainsi donc, on a pour la suite de fonctions {f, ,(x)} le critère de Cauchy de 
convergence uniforme. 


$S 5. Approximation uniforme polynomiale 
d’une fonction donnée 


Dans plusieurs applications pratiques de l” Analyse, il est très important 
de connaître s’il est possible d'approcher uniformément une fonction con- 
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tinue donnée à l’aide de fonctions d’une certaine classe, de polynômes, par 
exemple. La réponse la plus simple à cette question s’obtient à l’aide de 
ô-suites { D, (x)} construites au moyen de fonctions d’une classe donnée. 


Théorème. Soient D,(x) des fonctions intégrables sur l'intervalle 
[— w, w] et vérifiant les conditions suivantes : 

1) D,(—x) = D, (x), D, (x) 2 0; 

2) la suite [D,(x)} converge uniformément vers zéro pour 
Ixl > ô > 0, ô < w quelconque ; 

3) [ D,(Gt)dr=1. 
Si la fonction f(x) est continue sur l'intervalle [a — w, b + w], la suite des 
fonctions 


J,(x) = | SU + x)D, (t) dt 
converge uniformément sur l'intervalle {a, b], a < b, vers la fonction 
(x). 

Ü] Etant continue sur l’intervalle [a — w, b + w], la fonction f(x) y est 
bornée et uniformément continue, c’est-à-dire que lf(x)l < c, et pour 
tout € > O il existe un Ô = ô(e) > O tel que l’on a l’inégalité 
ft + x) — f(x)l < e/2 pour ltl < Ô < wetxe [a, b]. Cherchons une 
majoration de la quantité |f, (x) — f(x)l : 


w 


1,09 - SI = | FU + 0) — FOOD, (0 di = 
= | [LG + x) - fG)ID, (0 dt + 
lrl<è 
+ [ VU +20 - JD, dil < 
ô<lti<u 


< { LfCt + x) — f(x)ID, (+) dt + 


lr1<é 


+ [UC + x)l + IGID, (0) dr < 


éçiriçge 


<= [ D(UW)dt+2c | D(Hdr< 


tel <é CAE 


E 
< + 4c sup, D,(t)X(w — 6). 


La suite [D,(f)} étant uniformément convergente vers zéro pour 
ô < lt < w, il existe un numéro N = N(€) tel que pour ñn > N l’on a 


14— 6441 
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l’inégalité 
ne. 4c sup D, (t}w — 8) < €/2. 
CE ATE SN 
Par conséquent, pour n > Nonalf,(x) — f(x)l < €, c’est-à-dire que la 
suite {f,(x)} converge uniformément vers f(x) pour x e [a, b]. 


A l’aide de ce théorème, on peut prouver la possibilité de l’approxima- 
tion uniforme d’une fonction continue sur un intervalle fermé, par une 
suite de polynômes, et d’une fonction continue périodique, par une suite de 


polynômes trigonométriques de même période | on appelle polynôme tri- 
gonométrique de degré n de période 2w uné expression de la forme 
n 


| T KX ._ AKX 
) (a, COS — + b, sin — }|. 
(#7) o 


Lu 


Théorèmes de Weierstrass. 1. Si une fonction f(x) est continue sur un 
intervalle {a, b], il existe une suite de polynômes convergeant uniformé- 
ment sur [a, b] vers f(x). 

2. Si une fonction f(x) est continue et périodique, il existe une suite de 
polynômes trigonométriques de même période, convergeant uniformément 
vers f(x). | 

ÜJ 1. Montrons que, pour la condition auxiliaire de normalisation 


CS 


[ D,(x) dx = 1, la fonction 


D, (x) = c,(1 — x?/)" 
vérifie toutes les conditions du théorème précédent sur l’approximation 
uniforme de fonctions. Majorons préalablement la constante c, . D’après la 
formule de Taylor on a (1 — #}" = 1 — nt + n(n — 1)£?/2,oùte ]0, ff. 
Donc pour nr > 1 on a l’inégalité (1 — 1)" > 1 — nt. Majorons l’inté- 


2 Van 
grale | (1 _ 23 ) dx pour n > 1: 


—w 


- w/VR 


D'où 
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Vérifions maintenant si les conditions du théorème sont remplies. On a 
D,(-x) = D, (x), D, (x) 2 0, et de plus, pour [xl > ô, 0 < w,ona la 
majoration 


D, (x) = c, G-ES)Y<(-S) 


La limite du second membre de l’inégalité pour 7 — ® est égale à zéro, 
donc la suite { D,(x)} converge uniformément vers zéro pour Ixl > 6. 

Supposons que sur l’intervalle [a, a + w] la fonction f(x) est continue 
et vérifie la condition f(a) = f(a + w) = 0 (ici w = b — a). Prolon- 
geons cette fonction sur l’intervalle [a — w, a + 2w], posant f(x) = 0 
pour xé [a, a + w]. Alors 


w wo+x 


AU) = [SU + x)D, (0 dr = | f(s)D,(s — x) ds. 


— —J+x 


Comme -w+x<a w + x > a + w pour XE[a, a + w], on a pour 
ces valeurs de x 


a+ 


Ja(x) = { S(S)D, (s — x) ds. 


D’après le théorème précédent, la suite {f, (x) converge uniformément sur 
l'intervalle [a, a + w] vers la fonction f(x). 

Les fonctions D, (x) et donc f,(x) sont dans ce cas des polynômes de 
degré 2n. On peut supprimer la condition f(a) = f(a + w) = Oen consi- 
dérant au lieu de la fonction f(x) la fonction 

X—- a 
8x) = JG) — (a) - TE Ut + a) — fa), 
vérifiant la condition g(a) = g(w + a) = O0 et différant de la fonction 
f(x) d’un terme qui est un polynôme du premier degré. Nous avons prouvé 
le premier théorème de Weierstrass. 

2. Montrons que pour la condition supplémentaire de normalisation 

| D, (x) dx = 1, les fonctions 


rx X 2n 
D,{x) = c, (cos > ) 


vérifient les conditions du théorème sur l’approximation uniforme de fonc- 
tions. Il est évident que D,(—x) = D,(x), D,(x) > 0. Majorons la cons- 


14* 


212 SUITES DE FONCTIONS [CH. 7 


tante c,. Nous avons 


TX \? . à XX Ÿ’ LERX TX \! 

COS — = [1 —-sin — | >1-nsin—2>1-n(— ). 

( 2w ) ( 2w ) d 20 ” ( ) 
Nous nous sommes servis de l’inégalité Isin £ < 11 pour If < x/2. 


Ainsi donc 


2w/(rvn) 


r XX 2n x X 2n 
cos — } dx > — | dx > 
| ( S 3e ) X (cos mn) X 
— © — 2u/(xVn) 
2u/(xvn) ; 
TX 8 «w 
> 1- nn |[— dx = — —, 
[ F-rG)le-i 
- 2u/(rVn) 
i.e. 
e à 1 : 3x Vn 
” 8w 


D'où, pour lxi > à 


D, (x) < SA (1 — sin? LS ) 


puisque cos? — = | — sin? _ < 1 — sin? S Le second membre de 


l’inégalité converge vers zéro lorsque #7 — ©, par conséquent, la suite 
(D, (x)} converge uniformément vers zéro pour Ixl > ô. Soit f(x) une 
fonction périodique continue de période 2w. Alors pour x Ee [—w, w] on a 


fx) = [SG + x)D,() dt = | f(s)D,(s — x) ds = 
= [ (5), (s — x) ds + f f(s)D, (s — x) ds — 


a 


— { f(s)D, (s — x) ds. 


a+x 


Comme 
f(x — 2w) = f(x), D,(x — 2w) = D, (x), 
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alors 


— 


{ f(s)D,(s — x) ds = 


—v+x 


= {St — 2w)D,(s — x — 2w) ds = { SD, 6 — x) ds, 


d'où f,(x) = | f(sS)D,(s — x) ds. 

D’après le théorème sur l’approximation uniforme d’une fonction, la 
suite {f,(x)} converge uniformément sur l’intervalle [—w, w] vers la fonc- 
tion f(x). Les fonctions f,(x) et f(x) étant périodiques, la convergence 
uniforme de la suite {f (x)] a lieu pour tout x. 

Explicitant la fonction D, (x), on peut prouver que les fonctions f, (x) 
se laissent représenter sous la forme 


ke x kx . kx 
ÿ (a, cos — + b, sin — ), 
(A) (@) 
k=0 
puisque 
c xx \’ e'rx/w + e—irx/w n 
D,09 = %e (1 + cos À = C1 - —— 
2" ra) 2 
et : 
.TAX 
cr AKX . . mKx 
e = COS — + j Sin ——, 


(a) (8) 


ce qui achève la démonstration du second théorème de Weierstrass. 


$ 6. Suites de fonctions à valeurs complexes 
et vectorielles 


Soit une suite ({/.(x)} de fonctions à valeurs complexes 
J,(x) = u,(x) + iv,(x). La définition de la convergence uniforme est 
valable dans ce cas aussi si l’on fait intervenir la notion de module d’un 
nombre complexe. Pour que la suite {f, (x)} converge uniformément sur un 
ensemble À vers une fonction à valeurs complexes f(x) = u(x) + iv(x),il 
faut et il suffit que les suites {u, (x)} et [u,(x)} convergent uniformément 
sur l’ensemble À vers les fonctions (x) et u(x) respectivement. Cette 
assertion découle des relations suivantes : 


If, (x) — f(x) = Vu,(x) — u(x)P + Lu, (x) — v(x)P, 
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Lu, (x) — u(x)l < 1f,(x) — FX), Lu, (x) — v(x)l < 1f,0x) — f(x). 


Il en est de même des suites de fonctions vectorielles {f.(x)}, où 
J, (x) = F,. (x), fr, (x), SES D m(X)). 
La question de la convergence uniforme d’une série de fonctions 
D #, (x) composée de fonctions à valeurs complexes ou vectorielles, se 
k=0 
ramène, comme dans le cas des séries de fonctions réelles, à la convergence 
uniforme des suites de sommes partielles. Sont également valables le critère 
de Cauchy et le critère qui en découle (critère de comparaison) de conver- 
gence d’une série de fonctions : si lw,(x)l < #,(x) et la série y Pa (x) 
K=0 


converge, il en est de même de Ia série ÿ £,(x) ; si, par ailleurs, la série 


kK=0 
©œ œ 
> ?, (x) converge uniformément, la série a g, (x) converge elle aussi uni- 
k=0 k=0 


formément. Tout comme pour les suites de fonctions réelles, la suite de 
fonctions {f,(x)} composée de fonctions à valeurs complexes ou vectoriel- 
les converge uniformément si converge uniformément la série de fonctions 


D Ls1Gx) — f,(x)]. 


Ainsi, tous les résultats obtenus pour les séries et les suites de fonctions 
réelles sont valables pour les séries et les suites fonctionnelles composées de 
fonctions à valeurs complexes et vectorielles. Quelques difficultés peuvent 
survenir lors de la démonstration du théorème d’Arzelà pour les fonctions 
à valeurs complexes et vectorielles. Prouvons ce théorème pour les fonc- 
tions à valeurs complexes. 

Ü] Supposons que la suite {f, (x)} de fonctions à valeurs complexes véri- 
fie les conditions suivantes : 1f,(x)l < C et pour tout € > 0 il existe un 
Ô = Ô(E) > O tel que 1f,(x) — f,(x')l < € si 1x — x°'1 < 6, x, x°€ 
e [a, b]. Montrons qu’on peut extraire de la suite {f,(x)} une sous-suite 
uniformément convergente. Soit f,(x) = u,(x) + iv,(x). Alors 
lu, (x)l < C,lu,(x)l < Cetlu,(x) — u,(x°)l < €, lu,(x) — v,(x°)l < 
< e pour |x — x’! < ô,x,x’e[a, b]. 

Ainsi donc, les suites {u, (x)} et {v,(x)} vérifient les conditions du théo- 
rème d’Arzelà et l’on peut extraire de la suite {u, (x)] une sous-suite unifor- 
mément convergente [uy (x) = {u, ,(x)]. 
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Considérons la sous-suite analogue Eu, (x) = {v, ,(x)]. Comme elle 
vérifie les conditions du théorème d’Arzelä, on peut en extraire une suite 
uniformément convergente UR (x) = fu, ,Cx)]. 


Soit [u, ,(x)] = {u, ,(x)}. La suite [f, ,(x)], où f, ,(x) = u, ,(x) + 
+ iv, ,(x), est une sous-suite relativement à [, (x)}, les suites [u,, ,(x)} et 
[u,, ,(x)} étant uniformément convergentes. Donc, il en est de même de la 
suite {f, ,(x)}. 5 

Le théorème d’Arzelà pour les fonctions vectorielles se démontre de 
façon analogue, seulement au lieu des parties réelles et imaginaires des 
fonctions f, (x) il faut considérer une à une les composantes f, , (x) des 
fonctions vectorielles f, (x) et utiliser les inégalités suivantes : | Po (x)l < 


< 1f, (x), 17, x (x) — fn x XI < 1, (x) — f,(x°)1. 


CHAPITRE 8 


SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALES DE FOURIER 


$ 1. Convergence en moyenne 


Les fonctions intégrables sur un intervalle fermé [a, b] sont justiciables 
d’une généralisation du théorème de Weierstrass sur l’approximation uni- 
forme de fonctions par une suite de polynômes trigonométriques. Générali- 
sons préalablement la notion de convergence uniforme d’une suite. 


Définition. La suite {f,(x)} converge en moyenne vers la fonction f(x) 
sur l'intervalle {a, b] si 


b 


lim {L, (x) — f{x)} dx = 0. 


a 


On peut montrer que de la convergence uniforme découle la conver- 
gence en moyenne. En effet, si la suite {f,(x)] converge sur l’intervalle 
[a, b] uniformément vers la fonction f(x), alors, quel que soit €, > O, il 
existe un numéro N = N(e,) tel que |f,(x) — f(x)l < €,, sin > N, 
xela, b]. Mais alors on a pour n > N 


b 


| L, x) — f(x)P dx < e2(b — a). 


Posant e?(b — a) = € pour e > 0 quelconque, on trouve 


b 


[L, (x) — FGOP dx < € 


pour nr > AN, ce que nous voulions. 
La notion de convergence en moyenne s’avère très utile lors de l’étude 
b 
du comportement des intégrales de la forme | f,(x)g(x) dx à fonction 
a 


g(x) donnée lorsque r7 — 0. 


Théorème. Supposons qu'une suite | f,(x)] de fonctions intégrables sur 
un intervalle {a, b] converge sur cet intervalle en moyenne vers une fonc- 
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tion f(x) intégrable sur {a, b], et la fonction g(x) est intégrable sur l’inter- 
valle [a, b]. Alors 


b 


bd 
lim |f,G)8(x) dx = [f(x)g8(x) dx. 


C1 Servons-nous de l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky, il vient 


b 


[L, x) — (18 (x) dx < 


a 


b bd | 


[f, Go)e(x) dx — [f(x)8(x) dx 


bd bd 
< | [U,0x) — FCO dx [82(x) dx. 


Le second membre de l’inégalité converge vers zéro lorsque 7 — œ, d’où 
l’assertion du théorème. 


Indiquons une propriété de la notion de convergence en moyenne, 
importante pour les applications. 


Théorème. Soit f(x) une fonction intégrable sur un intervalle {a, b]. 
Alors, pour tout £ > 0, il existe une fonction f(x) continue sur l'intervalle 
[a, b], prenant des valeurs données pour x = a et x = b, telle que 


b 


[L(x) — SCOOP dx < €. 


Ü] Soit R une subdivision quelconque de l'intervalle [a, b] en intervalles 
partiels [x;, x;,,], Ax, = x;,, — x; ,i = 0,1, ...,n — 1, A est la plus 
grande des longueurs de ces intervalles. Puisque la fonction f(x) est inté- 
grable sur l’intervalle [a, b], on a lf(x)l < Met 


n— 1! 


lim L w.AX; = 0, 


où M est une constante, w, l’oscillation de la fonction f(x) sur l’intervalle 
[x;, x;,,]. Définissons la fonction f(x) comme suit : sur chaque intervalle 
[x;, x;,,1] la fonction f(x) est une fonction linéaire qui prend des valeurs 
données pour x = aetx = b, et, de plus, f(x;) = f(x;) pour i = 1,2, … 
…, A—1. Il est évident que la fonction f(x) est continue sur l’intervalle 
[a, b] et que pour chaque intervalle [x,, x;, ,] intérieur à [a, b] on a les iné- 
galités 


min [f(x;), /(x;,,)] < f(x) < max [(x;), fx, ,)}, 
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fx) — f(x) < f(x) — min (x), fx, )] < w 
f(x) — f(x) < max Lx), fx, )] — f(x) < w 
c’est-à-dire que 1f(x) — f(x)l < w,, d’où 
Lx) = FOR < LS) + (XII) — J(x)l < 2Mw. 
Dans les intervalles [x,, x,], [x,_,,x,], x, = a, x, = b,ona 
Lx) — fGOP < (f(x)! + LOIR < (M + MP, 
où M, = max [M, lf(a)l, 1f(b)1]. Donc 


G;; 


b n-1%+1 
JG) — FGF dx = Y  [ LCx) — FGOP dx < 
a i=0 X] 


n- |! 


< 2M Ÿ w;Ax, + AM + M,}aA. 


1=0 


Le second membre de l’inégalité converge vers zéro avec À — 0. Donc, quel 
que soit > O, il existe une subdivision R de l'intervalle [a, b] telle que 


b 
[UCx) — f(x)] dx < €. 


Remarque. Indiquons un corollaire, fort utile pour les applications, 
qu’on tire du théorème qu’on vient de démontrer : si une fonction f(x) est 
intégrable sur un intervalle {a, b], alors, quel que soit £ > 0, il existe une 
fonction continue f(x) admettant des valeurs données en x = aetx = b 
telle que 


b 
[ 1FCx) — f{x)ldx < €. 


[] En effet, il découle du théorème que pour tout €, > 0 il existe une 
fonction continue f(x) admettant des valeurs données en x = aet x = b 
telle que 


bd 
[LCx) — f(x)P dx < €.. 


Or, en vertu de l’inégalité de Cauchy-Bouniakowsky, 


b b 
[UGx) — f)ldx < | [L/Gx) — GP dx(b — a) < Ve,(b — a). 


En posant Ve, (b — a) = €, on obtient l’assertion du corollaire. El 


$ 2] SÉRIE DE FOURIER 219 


$ 2. Série de Fourier 


Abordons le problème, très important pour les applications, de recher- 
che, pour une fonction f(x), de la meilleure approximation en moyenne sur 
un intervalle [a, b] à l’aide d’une combinaison linéaire des #7 premières 
fonctions de la suite #, (x), w,(x), #,(x), .… Le problème consiste à déter- 
miner les constantes a,, a,, …., a, qui minimisent la quantité 


bd n 2 
I = I(a,,a,, .….,a,) = [re — D an) dx. 
a k =]! 


Le problème admet une solution si les fonctions 4,(x), w,(x), … sont 
mutuellement orthogonales sur l’intervalle [a, b], c’est-à-dire si 
b 

(rx (x)e,(x) dx = Opour & + [. Dans ce cas 


b 


n b n 
I = [P2(x)dx — 2 Ÿ a, [SCx)v4 (x) dx + )) aid? = 
k=! a ka) 


b n n 
= [f2(x) dx + Y'a — GP di - Y cid?, 
a k-1 Ko] 
où 


b b 
di = | #20 dx, €, = _ Free, 00 dx. 
k k 


On entire 
6, = min/(a,,a,, .…,a,) = I(c,,c,, ….,c,) = 


b ñn 
= (f(x) dx - Y cdi. 
a kml 


Remarquons que les constantes c, ne dépendent pas de n, donc les quanti- 

tés à, sont monotones décroissantes pour des 7 croissants et sont bornées 

inférieurement (ô, > 0). Par conséquent, il existe une limite lim à, = ô, > 
, n 


— œ 
œ 
> Oet la série y cid? converge, avec par ailleurs 
k=! 


œ b 


D'oidi = [f(x)dx-&< 


k=1! a 


f?(x) dx. 


Sr) © 
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L’inégalité obtenue porte le nom d’inégalité de Bessel. Pour &, = 0 la suite 

de fonctions {f,(x)}, où f,(x) = y c,2,(X), converge en moyenne sur 
Km! 

[a, b] vers la fonction f(x). Si ê, = 0 pour une fonction f(x) arbitraire 

d’une certaine classe de fonctions, le système de fonctions w, (x), w,(x), … 

est dit complet sur l'intervalle [a, b] pour la classe de fonctions en ques- 

tion. On a dans ce cas l’égalité 


œ b 
> céd? = (f(x) dx, 
ks=l a 


qui s’appelle égalité de Parseval. 

Servons-nous des résultats obtenus lors de la recherche de la meilleure 
approximation en moyenne de la fonction f(x) sur l’intervalle [a, b] à 
l’aide de polynômes trigonométriques d’un degré donné n et de période 
(b — a). Comme le degré d’un polynôme trigonométrique est invariant 
par un changement linéaire de variable, le problème qui nous préoccupe se 
ramène à un problème analogue posé pour le cas a = —7, b = +, où le 
polynôme trigonométrique de degré nest de la forme a, + D) [a, cos kx + 

Ke) 
+ b, sin Kx]. On vérifie aisément que 
: 0 pour & + {, 
] cos kx cos lx dx = ÿ x pour k = 1! # 0, 
-. 27 pourk =/ =0; 


: f sin kx sin ax = | pour & & {, 
# pour K = [40, 


Î cos kx sin {x dx = 0. 
Ainsi, les fonctions constituant la suite 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, … 
.… Sont mutuellement orthogonales sur l’intervalle [— x, x]. Pour cette rai- 
son, la meilleure approximation en moyenne sur l'intervalle [— x, x] de la 
fonction f(x) est réalisée par des polynômes trigonométriques de la forme 


f(x) = 3 + D (a, cos kx + b, sin kx), 


k=1 
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où 
a, = : [700 cos kx dx,  b, = [700 sin £x dx 
LS Li 


(au lieu d'écrire a,, on a désigné le premier coefficient par a,/2 pour rendre 
symétriques les formules de a, et b,). Les fonctions f(x) peuvent être 
regardées comme des sommes partielles de la série 


à + } [a, cos &x + b, sin kx], 


k-1 


qui s’appelle série de Fourier de la fonction f(x). L’inégalité de Bessel 
s'écrit dans ce cas 


É + > (a? + b?) «1 [ro dx. 


ai 


Montrons que pour des fonctions intégrables sur l’intervalle [— x, x] on a 
l'égalité de Parseval 


Tr 


a? . I 
à + D (a? + bi) = = [700 dx. 
k-1 7 


Théorème. Les sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction 
f(x) intégrable sur l'intervalle {— x, x] convergent en moyenne sur cet 
intervalle vers cette fonction même. 

CT Pour tout €, > 0, on peut exhiber une fonction continue g(x) véri- 
fiant la condition g(—x) = g(x) telle que 


{ LCx) — g(x)P dx < €. 


En outre, en vertu du théorème de Weierstrass, il existe une suite {g, (x)} de 
polynômes trigonométriques de période 27 uniformément convergeant vers 
g(x). Cette suite converge vers g(x) également en moyenne sur [— x, x], 
c’est-à-dire que pour tout €, > Oil existe un numéro N = N(E,) tel que 
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pour 7 > Non a l'inégalité 


| [gCx) — 8,(x)P dx < &,. 

La somme partielle /, (x) de la série de Fourier assure la meilleure approxi- 
mation en moyenne de la fonction f(x) sur l’intervalle [— x, x] parmi tous 
les polynômes trigonométriques de degré ñn, donc 


L d LI 


Î LACx) — J,GOP dx < | Lx) — 8,00P dx. 


Ainsi donc, on a pour n > N 


[ Lx) — J, GP dx < | Lx) — 8, GP dx = 


= [ILGx) — gCx)] + [g(x) — 8,(x)}Pdx < 


< 2 Ê Lx) — 8(x)Pdx + | [gCx) — stPas) < 4e. 


On s’est servi de l’inégalité évidente (a + b} < 2(a? + b°). Choisissant 
pour € > 0 quelconque le nombre &, à partir de la condition 4e, = €, on 
trouve pour n > N(E) l'inégalité 


[ Lx) — S,(x)Pdx < €, 


7 


qui traduit la convergence en moyenne de la suite {f,(x)} vers la fonction 
S(x). 1 


Le système de fonctions 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, .… est donc com- 
plet sur l'intervalle [— x, x] dans la classe des fonctions intégrables sur cet 
intervalle. Le fait que la somme partielle de la série de Fourier f,(x) de la 
fonction f(x) admet sur l’intervalle [— x, x] des dérivées continues d’ordre 
quelconque nous permet de généraliser le théorème précédent. 


Théorème. Une fonction f(x) intégrable sur un intervalle [— x, x] peut 
être approchée en moyenne sur cet intervalle avec une précision aussi bonne 
que l’on veut à l’aide d’une fonction admettant des dérivées continues 
d'ordre quelconque, autrement dit, pour tout £ > 0 on peut exhiber une 
fonction f(x) admettant des dérivées continues de tout ordre telle que 
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| LGx) — f(x)Pdx < &. 


—+T 


Le théorème est également valable pour une fonction f(x) intégrable 
sur un intervalle [a, b] quelconque, étant donné qu’on peut toujours rame- 
ner cet intervalle à l'intervalle [{— 7, x] moyennant un changement linéaire 
de variables. 


$ 3. Convergence de la série de Fourier 
en un point 


Etudions en détail la question de la convergence des séries de Fourier en 
un point. Il nous faudra transformer préalablement l’expression des som- 
mes partielles de la série de Fourier. Etant donné que les termes de la série 
de Fourier sont des fonctions périodiques, on peut admettre dans les rai- 
sonnements qui suivent que la fonction f(x) est périodique de période 2+. 
On peut réaliser cette condition, sans modifier les coefficients de la série de 
Fourier si l’on prolonge la fonction f(x) en dehors de l’intervalle [— +, x] 
en la considérant comme périodique de période 2r. On a 


J, (x) = 2 de +) (a, cos Kx + b, sin kx) = _ [co ds + 
k=! PE 


+ Ÿ È ke! [rc cos ks ds + sin kx_ [60 in sd | = 
ke] % —: d —T 
= [rot + D Cros » in rain 1) + 
Eee kml 


= : ROE + 2. cos Æ(s — x)lds 


7 km] 


(dans les expressions de a, et b, la variable d'intégration est désignée par s). 
Calculons la somme dans l'expression sous le signe d'intégration en 
nous servant de la formule de la somme d’une progression géométrique : 


n 


Re Ÿ cos kr = > + Re > ex |- 
2 2 
Km! 


K=] 
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| eftn+l)x 5 ex 1 etr+1/2)x = ex/2 
rer 2 Km er 
_ sin[(n + 1/2)x] 
2 sin (x/2) 


Ainsi donc, 


f(x) = [f(s)D,(s — x) ds, 


—7T 


_ Sin [(n + 1/2)x] 
MAPS D 


Posant s = { + x, on trouve 


f(x) = JU + x)D,()dt = [SG + x)D, (1) dt + 
+ f SG + x) D, (t) dt — [su + x)D, (1) dt. 


La seconde et la troisième intégrales sont égales entre elles : pour s’en assu- 
rer, il suffit de remplacer { par { — 2x dans la seconde intégrale et d’utiliser 
les égalités f(x — 27) = f(x), D,(x — 2x) = D, (x). Donc 


LÉ 


SG) = [JG + x)D,(0 dt. 


7 


Voyons quelques propriétés des fonctions D, (x). Soit f(x) = 
) = 


coefficients de Fourier sont alors tous nuls sauf a,, et donc f, (x 
conséquent, | D, (t) dt = 1. En outre, il est évident que D,(—x) = 


1. Les 
1. Par 


= D, (x). Pour l’étude de la convergence des séries de Fourier et la généra- 
lisation de la notion de série de Fourier nous aurons besoin de la propriété 
suivante des intégrales contenant des fonctions trigonométriques : les inté- 


grales I(x, À) = BC + x)g(t)cos Àt dt, I(x, À) = | SU + 


+ x)g(t) sin Àf dt convergent vers zéro lorsque À — + si | If(s)lds < 
< et la fonction g(x) est bornée. 

__ Cherchons à expliquer un tel comportement des intégrales Z(x, À) et 
I(x, N). A cet effet, transformons-les préalablement en remplaçant f{ par 
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t + x/): 


œ 


— Lr(ctx+ he (1 + T cos x dr 
— Lr(r+x+ 2e (e +2 )sinarar 


En prenant la demi-somme des expressions de Z(x, À) et Z(x, À), on obtient 
la majoration : 


IZ(x, NI =; || U (+ x )e ( + + F)8() | cos \t del < 


(x, À) 


8 


I(x, N) 


œ 


] # F ( 
<> (lr (s + The (: +2) sta S=1+x, 


— œ 


Z(x, N)| <> |} ÎL( S + — ee (e + 2)- fes)e(o|ar. 


La quantité æx/X étant petite, pour des grands X les intégrales Z(x, À) et 
I(x, À) sont également petites. D’abord prouvons ceci pour le cas où l’inté- 
gration a lieu sur un intervalle fini et l’une des fonctions f(x), g(x) est 
égale à l’unite. 

Lemme 1. Si /a fonction f(x) est intégrable sur un intervalle [a — w, 


b + w], alors, quel que soit £ > 0, il existe un à = ô(£) > 0 tel que pour 
[xl < à < w l’on a l'inégalité 


b 
| CE + x) — f{h)ldt < €. 


[] La fonction f(x) étant intégrable sur l’intervalle [a — w, b + w], 
pour tout €, > O0 on peut choisir une fonction continue f(x) telle que 
br. 


| 1fG) — (dt < e,. Or, 


d— 


b b 
[SG + x) — fG)lde = [LPC + x) — FC) + LG + x) — ft + x)] — 


15—6441 
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b 


= [f(4) = f()lldr < (7 + x) — f(t)ldt + 


a 


b bd 
+ LLC + x) — f(t + x)ldt + (17) — f(t)ldt < 


b 
< 2e, + (lt + x) — f()ldt, 


puisque 


b+x 


b 
[LG + x) — JG + x)lde = | If) — finldr < 


- 


a a+x 


be 


< | 1f() - f(nldr <e,, 


d- 


b+s 


b 
(SG) — f()ldr < | 1fG) — F(n)Idr < &,. 


d— 


D’autre part, d’après le théorème sur la dépendance continue par rapport 
au paramètre d’une intégrale dépendant d’un paramètre, on a 


b 
lim LPC + x) — f(t)ldr = 0 
et donc il existe un Ô tel que pour lxl < Ôô on a l’inégalité 
b 
FF Cr + x) — f(r)lde < €.. 


Alors, pour Ixi < ô,ona 


b 
[SG + x) — f(U)ldt < 3e, 


a 
Reste à choisir la quantité €, à partir de la condition 3e, = € pour € > 0 
quelconque. 


Le lemme que nous venons de démontrer nous permet d’estimer le com- 
portement, pour À — +, des intégrales du type 


IX N = | ft + x)g(r) cos Àr di, 


— © 


$ 3] CONVERGENCE DE LA SÉRIE DE FOURIER EN UN POINT 227 


I(x, À) = | SG + x)g(s) sin Àt dé 


en profitant des estimations 


Z(x, N)| <> Ls ( + X + £ (c+ ?)- f(t + HOT 


>| » 


(x, N) <; Ls ( + X + L)e (:+ =)- f(t + HOT 


obtenues plus haut. 


Lemme 2. Supposons que les fonctions f(x) et g(x) sont intégrables sur 
tout intervalle fini, la fonction g(x) étant bornée et l'intégrale | lf(s)lds, 


convergente. Les intégrales 


I(x, À) = | SG + x)g(t) cos Àt di, 


I(x, À) = | FC + x)g(2) sin Àr di 


convergent alors vers zéro pour À — + © uniformément sur tout intervalle 
xl < a, c’est-à-dire que pour tout £ > Oet |xl < a il existe un À = X\(E) 
tel que pour À > X on a les inégalités |I(x, À)l < €, 1I(x, N)l < €. 


_ © Nous allons prouver le lemme pour l'intégrale Z(x, À), le cas de 
I(x, À) étant parfaitement analogue. Posons s = { + x, on a 


Z(x, N)| <> Lr (s + The ( + ?)- fs)eto|ar. 


D'où 1Z(x ; À)I < 14) + 19, où 
LS 

IQ = — | (5 +2 
N=3 SE+; 


g ( + +) _ fseto|ar 


g(t+ =)- fsetolar 
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Estimons les intégrales /0) et 19 pour lxl < a, À > +. Comme pour 
IU> Nonalsi >2N-a ls +7r/Âl >2N-a-1l,ona 


I <: | ils (s + 2 )|s ( +2)|+ HOUPOET < 


IN 


< > ils (s + *) + HOT < M | lf(s)lds, 


HI>N Isl>N-a-1 
où M = sup Îlg(t)l. 
! 


L’intégrale ( lf(s)!ds est convergente ; par conséquent, pour tout 


e > 0, il existe un N = N(E) tel que M [ f(s)lds < €e/2. Dans ce 
Isl>N-a-1 
cas Z() < e/2. Pour N choisi, estimons l'intégrale 7% en tenant compte du 
fait que pour ll < Nonalsi £<N +a,ls + r/Xl < N + a + 1. 
Posons M, = | SUP Lf(s)!, il vient 
sSi<N+a 


19 = | IL (s+2) - 16) |e (c+7)+ 
lUGN 
+ É (+2) 200 fra < m | (5 + 5) - 


IsiSN+a 


_ OCE + M, | £ (: ++ )- sclar 


II<N 


En vertu du lemme 1, pour tout £ > Oilexiste un À = À(e) tel que pour 
À > À l’on a les inégalités 


FT € 
M | Ls (s + 2 )-rofas < 2 
isl<N+a 
LS € 
M, | Le (: + x )-etfa < 
IN 


Donc pour À > À(e) on a /@ < &/2, autrement dit, pour À > A\Œ;)ona 
l'inégalité 1Z(x, AI < 19 + 19 < €. 


Etablissons maintenant les conditions de convergence des séries de Fou- 
rier. 
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Théorème. Soit une fonction f(x) intégrable sur l'intervalle {-— x, x] et 
périodique de période 2x. Si au point considéré x existent des limites 
f(x — 0), f(x + 0) er la fonction admet une dérivée bornée sur les inter- 
valles ]x — à,, x[, ]x, x + ô,[, 6, > 0, /a série de Fourier converge au 
point x donné vers [f(x — 0) + f(x + 0)]/2. Si la fonction f(x) admet 
une dérivée bornée sur un intervalle {a, b] arbitraire, la série de Fourier 
converge uniformément vers la fonction f(x) sur tout intervalle {a,, b,] si 
a<a <b,< b. 


Û Pour la somme partielle f, (x) de la série de Fourier on a la représen- 
tation 


0) = {SG + x)D,() di, 
Le : 
où 
sin À, x | I 
2x sin(x/2)'  ” 2 


D, (x) = 


La fonction D, (x) présente les propriétés suivantes : | D, (t) dt = 1, 


— à 


D,(-x) = D,(x). On en tire, en particulier, les égalités | D, (t)dt = 


_ Tr ; 


D, (t) dt pour tout ô > 0, < x, 


éôglti<r 


D, (+) dt = [ps ar =; À jo _(t) dt = 


Je—, © 


Donc 


0 


J,(X) — Jœ=0) NII : Je [ue + x) — f(x — 0)]D, (t) dt + 


TT 


+ (ur + x) — f(x + 0)]D, (tr) dt = Z,(Q,x) + AC X), 
0 
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où 
0 


1,G,x) = | LC: + x) — f(x — 0)]D, (1) de + 
( 


ô 


+ (LYC + x) — f(x + 0)]D, (t) dr, 


0 


1,G,x) = | f( + x)D,() dt — 
6<lti<r 
_ W(x — 0) + + 0)] D, (1) dr. 
ôgitigr 


Estimons 7, (6, x). Les fonctions f(x) et f,(x) étant périodiques de période 
27, il suffit de se borner au cas de lxl < x. Silf’(s)l < M pours € ]x — 
— À, x{ ouse]x, x + ô,[, la formule de Lagrange des accroissements 
finis nous donne pour à < à, < + : 


ft + x) — f(x — 0) = If'E)E < Mir 


pour —-<1<0,£E]x — 6, x[. De façon analogue, If(1 + x) — 
— f(x + 0)l < Mt pour 0 < 1 < 6. Donc pour à < ô, 

ô 

I7,@,x)l < M | D, (t)ldt < M6, 

—$ 
puisque 
< | d < È ur 1 <7r 
S 12 sin a/2)l 2 P° Lu 
Ayant obtenu 17, (6, x)l < M6, on peut choisir un ô aussi petit que l’on 
veut pour que |7,(@6, x)l < e/2 pour tout € > 0. Estimons la quantité 
1,@, x). Il vient 


D, (t)| 


fG + x)D,(t) dt = { fG + x)g(t) sin À,t dt, 
CYAN: -æ 


D, (t) dr = gt + x)g(t) sin À,t dt, 
TANE —'æ 
où À, =n + 1/2, 


= (x) pour Ilxl < 2x, 


. __ (1l.pour Ixl < 2x, 
UE O pour Ixl > 2r, de { 


0 pour Ixl > 2x, 
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27 sin (x/2) 
0 pour lxl < à. 


pour Ô < xl < 7, 
g(x) = 


D’après le lemme 2, les intégrales [| f(1 + x)g(r) sin À,t dret | (rt + 
+ X)g(t) sin À, { d' convergent, pour ñ — œ, uniformément vers zéro sur 
tout intervalle 1x! < a. Il existe donc un N tel que pour tout 7 > Nona 
l'inégalité 


11 (G, x)l < | | FU + x)g(e) sin xs de + 


— ® 


+ LFCx D 0) DT | et + x)g(r) sin À,f ar < = 


Ainsi donc, pour nr > N,ona 


fe) - 7% 7 FREE) < 1L,G,x)l + LE, G, x)l < €. 
La première assertion du théorème est démontrée. Supposons maintenant 
que la fonction f(x) admet une dérivée bornée sur l'intervalle [a, b] et [a;, 
b,] C [a, b]. Alors la fonction f(x) est continue sur l'intervalle [a,, b,] (1.e. 
U(x — 0) + f(x + 0)]/2 = f(x)) et, en outre, If°(1 + x)l < M (M est une 
constante) pour ltl < ô < 6, où ô, = min(b —b,,a, —- a)sia <a, < 
< b, < b. La quantité ô peut donc être choisie indépendante de x. En 


outre, pois Be 0) = |f(x)l < SUP, [f(x)l et, comme le 
suggère l’estimation de Z,(6, x), le numéro N peut être choisi commun pour 
tous les x e [a,, b,]. Il découle précisément de ces raisonnements que pour 
toute > Oilexisteun N = N(e)tel que 1f,(x) — f(x)l < e pourn > N, 
c’est-à-dire que les sommes partielles f,(x) de la série de Fourier conver- 
gent vers la fonction f(x) uniformément sur l’intervalle [a,, b,]. 


On peut construire la série de Fourier pour une fonction qui soit donnée 
uniquement sur l'intervalle [— x, x}, puisque pour calculer les coefficients 
de Fourier on a besoin de connaître seules les valeurs de la fonction sur cet 
intervalle. Afin d’éclaircir la question de convergence de la série de Fourier 
dans ce cas, posons w(x) = f(x) pour —7 < x < æ, p(x + 27K) = 
= @(x), k = +1, +2, ..… La fonction w(x) est périodique et de plus les 
coefficients de Fourier et, partant, les séries de Fourier, coïncident pour les 
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fonctions f(x) et #(x). Ainsi donc, pour des conditions considérées plus 
haut, la série de Fourier converge pour xe]-—7+, x{ vers [f(x — 0) + 
+ f(x + 0)]/2, et pour x = ++, vers [w(r — 0) + w(r + 0)]/2 = 
= [f(—7 + 0) + f(x — 0)]/2. 

On établit de même les conditions de convergence uniforme de la série 
de Fourier sur un intervalle arbitraire. 


Remarque. En pratique, on utilise souvent la représentation d’une 
fonction f(x) en série suivant des fonctions trigonométriques non sur 
l'intervalle [— x, x], mais sur l’intervaile [—/, /],/ > 0. Les formules cor- 
respondantes s’obtiennent de la représentation de f(x) en série de Fourier 
sur l'intervalle [— x, x], en remplaçant x par rx/!. La série de Fourier de 
f(x) sur l’intervalle [—/, /] s’écrit donc 


ue D [ex cos Fe + be sin Fax |. 
k 1! 
où 
/ ! 
a, =; [00 cos F kr dr, =; MORCHETE 
=1 à 


| 


Le théorème précédent sur la convergence de la série de Fourier est valable 
dans ce cas sans aucune modification, à condition de remplacer l'intervalle 
[— +, x] par l'intervalle [—/, /] et la période 27 par la période 2/. 


$ 4. Estimation du reste de la série de Fourier. 
- Phénomène de Gibbs 


Etudions la question de la rapidité de convergence de la série de Fourier 
dans le cas où la fonction f(x) admet une dérivée d'ordre m + 1. 


Théorème. Supposons qu'une fonction f(x) et toutes ses dérivées 
jusqu'a un certain ordre m compris sont continues sur l'intervalle [— 7x, +], 
que fUX— +) = f(x) pour | £ m et la dérivée f""*+ (x) est continue par 
morceaux sur l'intervalle |— x, x]. Alors la somme partielle d'ordre N de la 
série de Fourier de f(x) en diffère d’une quantité o(1/N"* |/?) lorsque 
N — ©. 

[) Démontrons le théorème pour m = 0. Transformons les expressions 
des coefficients de Fourier en appliquant l’intégration par parties. Pour 
K > Oona 


z T 


fr f{t) cos kt dt = EC Es “ 


T7 ni { 


. 
us 
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nf L | 
Te À 0) sin rl --ù, b, = d'/k, 


où a{ ?, b{? sont les coefficients de Fourier de la fonction f(x). Si S, est la 
somme partielle d’ordre N de la série de Fourier de la fonction f(x), alors 


f(x) — fh tx) = | ÿ [a, cos kx + b, sin kx]|< 
k=N+1 
eu. 7) ) 
< Ÿ [al + 1,1] = RER, 
K=N+1 k=N+1 


puisque Îcos kxl < 1, Isin kxl < 1. L’inégalité de Cauchy-Bounia- 
kowsky et l'inégalité [la 1 + 1h17? & 2{[laL£1? + 1b1 12] 
aidant, on trouve 


Lai + 1h RS | 
) la} TE < p Ÿ _ ” [laÿ)12 + 1b{)12]. 
k=N+1 kK=N+1 K=N+1! 


La série Y [la{)12 + 1b{)12] converge en vertu de l’inégalité de Bessel 
K=N+1! 


pour la fonction f' /fx), donc 


S [la{)12 + 1bO)?] = o(1), N — ©. 


k=N#+1 


1 dx 
D'autre part, Li < —; et, partant, 
x 


Donc 


J'EN. fe) —— 
k VN , 9 


K=N+1 
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ie. f(x) — f(x) = o (= ). N — ©. Le théorème est prouvé pour 


VN: 
m = (. 
La démonstration est analogue dans le cas où m > 0, seulement il faut 
appliquer aux coefficients de Fourier une intégration par parties m + 1 
fois. On obtient l’estimation 


latr+ D) + Ipyr+D] 
TS 


f(x) — fx) < 
kKk=N+1 


où a{7+1), b{m+ 1 sont les coefficients de Fourier de la fonction f(7 + MI(x). 
Comme 


Al eu 


km+i < 


kK=N+1 


] 
ke 2m + 1) 
k=N+1! k=N«+1! 


/\ 
De) 


Clan + 012 + 1Um+ 02], 


œ 


il s'ensuit de la convergence de la série > [lagm+112 + 1b{m+1|2] et de 
k-0 


l’estimation 


I dx ] 
Rive 5 (er = 6 (rx) 
J 


I 
que f(x) — f(x) = 0 (im: 1/2 ) N— ©. 


Etudions le comportement des sommes partielles de la série de Fourier 
de la fonction f(x) en ses points de discontinuité. Soit f(x) une fonction 
périodique de période 2x continue par morceaux admettant une dérivée 
bornée aux intervalles de continuité et telle qu’aux points de discontinuité 
f(x) = (x — 0) + f(x + 0)]/2. Comme montré plus haut, les sommes 
partielles f, (x) de la série de Fourier de f(x) convergent vers f(x) en tous 
les points, la convergence étant uniforme sur tout intervalle exempt de 
points de discontinuité. On montre que dans un voisinage aussi petit que 
l’on veut du point de discontinuité x il existe des points X tels que, quel que 
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soin > N,ona 

jte PERRET . L | - = 0) + f(x + 0) _ 
2 2 

= LG + 0) — f(x — 0) 
2 9 


où L > l est une constante. Cette « anomalie » du comportement des 
sommes partielles de la série de Fourier fut révélée par une voie purement 
empirique par J. Gibbs et porte le nom de phénomène de Gibbs. Considé- 
rons ce phénomène sur l’exemple de la fonction 


— 1] pour —-r < x < 0, 
f(x) = O0 pour x = 0, f(x + 2x) = f(x). 
1 pou r >x > O, 


sin (24 + 1)x 


TRE . Calcu- 


# e. e. e ° e. 4 
La série de Fourier de cette fonction s’écrit — 
LÉ 
0 
lons la somme partielle f,, _ ,(x) : 


n—-) x n—) 


_ 4 sin (2X + 1)x 4 
Îon-i 7 re D) cos (2Kk + 1)t dt. 
0 0 


n—-) n—)1 


Y cos (24 + 1): = Re Y etx+Di = 
k=0 k=0 


Re etr+ Di — ei 1 sin 2nt 
e2i — ] 2 sint ” 
alors 
x 
2 fsin 2nt 
_ X) = — . dt, 
Jan ( ) à sin / 
d’où 
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Comme = |] + o(l)pourn—-x,0<u<r,ona 
2n sin — 
2n 


Montrons que L > 1len attirant l’égalité [# E du = 3 (cf. exercice 6 en 
0 


fin du $ 13, chap. 6). On a 


LA 


œ r(k+1) | ©œ | 
LS sin 4 sin u 
= du = — 1) | ——— du. 
2 » | u 2 FN É + +k 
k=0 rk k=0 


La série dans le second membre de cette égalité est alternée à termes 
strictement décroissants avec l’accroissement de &. La somme de cette série 
est donc inférieure à son premier terme, c’est-à-dire que 


Te (A au, d'où L = ? (EE au > 1. 
2 u r 6 u 
Ainsi donc, on a pour la fonction considérée 
lim 


dim le, (5 )-70 JO +9 -/0-01 


= L>1= 
2 
ce qui confirme qu’on a effectivement pour cette fonction le phénomène de 


Gibbs. 
Exemple. Construisons la série de Fourier de la fonction f(x) = x pour 


xel-7+,*r]. Ona 


à 
LS 


D =. x cos kx dx,  b, = | x sin &x dx. 
LS 


Dans ce cas a, = 0, puisque la fonction x cos £x est une fonction impaire 
et l’intégrale est prise entre les bornes symétriques. Appliquons une inté- 


gration par parties pour calculer b, : 
r 1 1 2 
+ — | cos kx dx |= (—1)#-1 7. 
K | ou Kk 


T7 
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D (— 1)7! ’ sin Æx. 
k=! 


Exercice. Développer en série de Fourier la fonction f(x) = 
= Arc sin (cos x) et étudier la convergence de cette série. 


Donc pour Ixl < rona 


$ S. Intégrale de Fourier 


Reprenons la relation limite déjà démontrée : 


__{ sin À. 4 f(x = 0) + f(x + 0) 

lim + x) "2 dt =" "©, À = n + 1/2. 
ñn- (x 5% sin (£/2) 2 : 
Pour des \, assez élevés, la contribution à l’intégrale n’est apportée que par 
le domaine des f suffisamment petits, où sin (//2) diffère peu de £/2. Donc, 
pour certaines restrictions imposées à la fonction f(x), cette relation peut 
être remplacée par une relation plus générale : 


sin D d > f(x — 0) + f(x + 0) 


Jim — LD + x X) — D 


—œ 


Le second membre de cette dernière relation porte le nom d’intégrale de 
Fourier de la fonction f(x). 


Remarque. En pratique, on utilise d’ordinaire une autre écriture de 
l'intégrale de Fourier. Etant donné que 


[re + X) mn dit = (res) red 


et 
NE) = 


S — X 2 
on peut écrire l’intégrale de Fourier sous la forme 


fx = © + fx + 0 


cos u{s — x) du = 5 


œ 
lim D frs ds 


À— + © 


le —> 
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D'autre part, | f(s) cos u(s — x)l < 1f(s)l et pour les fonctions véri- 


œ 


fiant la condition ( [f(s)lds < œ on peut intervertir l’ordre d’intégra- 


tion suivant les variables s et u d’après le théorème sur l’intégration suivant 
le paramètre des intégrales impropres dépendant de paramètres, d’où 


f(x — 0) + f(x + 0) | 


À 
: =" lim a [ dutcos uxF,(u) + sin uxF,(u)], 
où gi 
FU) = {f(s)cosus ds, F,(u) = { f(s) sin us ds. 
Moyennant les formules cos x = (e*% + e-*})/2, sinx = (ex“ — 


— e”*})/(2i) on peut représenter la série de Fourier et l’intégrale de Fourier 
sous forme symétrique 


f(x — 0) + f(x + 0) _ 


ikx 
5 Gens 


K=_-oœ 


Le 
avec c, = — ,, re (x)e-#x dx ; 
ni! 


RSS ONE À— + 


À 
f(x - — 0) + 0) + f(x + 0) + 0) _ FA [ Fupens du 
- ) 


où Fu) = 7, rene dx. 


œ N 
Il est d’usage de noter | F{u) eï#* du la limite lim ( Fu) e7 "du, 
. —+o 
- © — À 
puisque celle-ci est la valeur principale de cette intégrale. 
Indiquons les conditions pour lesquelles l’intégrale de Fourier que nous 
allons écrire sous la forme 


im = s [ur DM di 


converge vers [f(x — 0) + f(x + 0)]/2. 
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Théorème. Supposons que la fonction f(x) est donnée sur l'intervalle 
]— ©, + of er l'intégrale | Lf(x)! dx converge. Si au point considéré x exis- 
tent les limites f(x — 0),f(x + 0) et la fonction admet une dérivée bornée 
sur les intervalles ]x — ô,,x{,]x, x + ôof, 69 > 0, alors l'intégrale de Fou- 
rier converge au point donné vers [f(x — 0) + f(x + 0)]/2. Si la fonction 
f(x) admet une dérivée bornée sur un certain intervalle a, b] pour 
b — a < 2x, l'intégrale de Fourier converge vers la fonction f(x) unifor- 
mément sur tout intervalle {a,, b,] à condition que a <a, < b, < b. 

OÜ Soitxe lc, c + 2r[ et sx) = f(x) pour xe [c, c + 2x]. Prolon- 
geons la fonction #(x) en dehors de l’intervalle [c, c + 2x{en la supposant 
périodique de période 2x. Soit À = À, + a, où À, = ñn + 1/2, n est un 
entier positif, 0 < æœ < let w,(x) est la somme partielle des n termes de la 
série de Fourier de la fonction #(x). Les assertions de ce théorème décou- 
lent du théorème (p. 234) si l’on montre que pour À — + la différence 


1 sin Àf ; : À 
— f{(t + x) De df — #,(x) converge vers zéro uniformément sur 
LI 


tout intervalle [a, b] tel que c < a < b < c + 2x. Comme 


sin À, { 


l L 
Pa) = [eu , 


alors 
EL peomé Gye 
LS { 
1 sin À sin À. .f 
= — + — EO+Xx)——"— |dt + 
7 ru D T3 En (2) | 
H11<6 
| sin À{ 1 sin À. f 
+ — t + dt — - ÉÆN) = 72 — Qr = 
x APE 7 SET T7 
11136 ô<lricr 


= 1,(x, À) + Z(x, À) — B(x, À). 


Si l’on choisit Ô de façon à avoir [x — Ô, x + ô] C [c, c + 2x] pour 
xe{a, b], alors on a @(t + x) = f(t + x) pour lfri < 6. Donc 


I,(x, À) = : . ft + x}(t, N dt, 


ir1çé 
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où 
ms _ 
(4, À) = — : — x _ Sin A4 sin À, " 
+ sin À,t Ç = ru) = à sin hr + 
+ @ cos À, t ne + sin À, f Ç en ETS ) 
ii t— 1 sin af | | 
MERE [ee ù | at | Ë | 2sin al: 


Vu que les fonctions (cos £ — 1)/4, (sin t}/t, 1/t — 1/(2 sin (£/2)) conver- 
gent vers une limite finie lorsque ? — 0 et sont continues pour 0 < lfi < +, 
la fonction ÿ(f, X) vérifie l’inégalité lÿ(#, À)I < À pour |fl < x (A est une 
constante). Donc 


(x, NI <_ | fu + x)LIY(, Nidr < 


< À Sup F2. 
xelc, c+2r] x 


Par conséquent, pour tout € > 0, on peut choisir ô suffisamment petit 
pour que l’on ait l’inégalité 1 Z,(x, X)l < €/3 pour x e [a, b]. Avec à ainsi 
choisi, les intégrales 


LAN =2 {fu+x Ma, 
# { 
1126 
l sin À, { 
Lx, À) = - bEx) = 
0x, À) x P{ o 2 sin (1/2) 
ôx<lrigr 


convergent uniformément vers zéro pour À — +æ,xe{a, b] d’après le 
lemme 2 du $ 3. (La démonstration est analogue à celle du théorème du 
$ 3.) Il doit exister donc un À = (€) tel que 


| Z,(x, N)l < — 1 Z,(x, I < 5 pour À >), xelfa,b]. 
Ainsi donc, pour À > A\(&),xela,b]lona 


RE Ole IE UNE 


É fr + x) 


+ IL NI + IZ(x NI < €. nl 


CHAPITRE 9 


INTÉGRALES MULTIPLES 


$ 1. Ensembles Jordan-mesurables 


Pour les ensembles multidimensionnels, on peut introduire les notions 
analogues à celle de longueur de segment. C’est la mesure de l’ensemble. 
Dans le cas bidimensionnel, c’est l’aire de l’ensemble, dans le cas tridimen- 
sionnel, c’est le volume. Introduisons d’abord la notion de mesure pour 
l’ensemble le plus simple, à savoir le parallélépipède rectangle multidimen- 
sionnel. Soit À un parallélépipède a, < x; < a; + h;,i = 1,...,m, dans 
l’espace des variables (x,,x;, .…, x,,) (dans les cas bi- et tridimensionnel ce 
sont respectivement le rectangle et le parallélépipède d’arêtes parallèles aux 
axes de coordonnées). Appelons mA la mesure de cet ensemble et 
définissons-la comme suit 


mA = ][#;. 


i=] 


Sih, = h (h;, ne dépend pas de i), le parallélépipède est un cube. Consi- 
dérons maintenant un ensemble À composé de parallélépipèdes orthogo- 
naux 4,,j = 1,2, ...,n, qui, s'ils se coupent, le font uniquement suivant 
leurs frontières-(c’est-à-dire que les ensembles À ; ou bien ne se coupent pas, 
ou bien leurs points d’intersection sont leurs points frontières). Convenons 
d’appeler un tel ensemble, figure élémentaire. Définissons comme suit la 
mesure de la figure élémentaire : 


mA = y mA. 


J=1 


Convenons que la mesure d’un ensemble vide est nulle. Indiquons quelques 
propriétés de la mesure des figures élémentaires : 

1° Si À C B, alors mA < mB. 

2° La réunion À + B de deux figures élémentaires À et B est une figure 
élémentaire et m(A + B) < mA + mB. 

L'égalité n’a lieu que lorsque les ensembles À et B se coupent et le font 
suivant une partie de leurs frontières. 

3° Si l’on coupe une figure élémentaire À par un plan x; = const ortho- 
16—6441 
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gonal à l’un des axes (de numéro j), la coupure en fait deux figures élémen- 
taires, A‘ et A”,etmA = mA° + mA” 

La notion de mesure d’une figure élémentaire permet d’introduire celle 
d’un ensemble. Considérons à cet effet dans un espace m-dimensionnel un 
réseau composé de cubes k,h < x; < (k; + 1)h, i = 1,2, ...,m, k;: = 0, 
+1,+2,..,h = 1/29, Nun entier >0. Avec l’augmentation de N d’une 
unité chaque cube du réseau se partage en 2” cubes. Si À est un ensemble 
borné dans un espace m-dimensionnel, on peut considérer des figures élé- 


mentaires À, et A, composées de cubes du réseau À, étant composée de 
tous les cubes qui renferment au moins un point de l’ensemble 4, et À), de 
tous les cubes qui comportent uniquement les points intérieurs de l’ensem- 


ble À. Avec l’augmentation de N la quantité "14 N ne peut que diminuer et 
la quantité mA, ne peut qu’augmenter. Ainsi donc, les suites {mA,,] et 
{mA ] sont respectivement strictement décroissante et strictement crois- 
sante, et mA, < mAN. Comme mA, < mA,, mA, > mA,, on a 
mA < mA,,mAN > mA ,, ce qui signifie que la suite (mA N} est décrois- 
sante et minorée, et la suite {mA}, croissante et majorée. Il existe donc 
des limites mA = lim mA Netm.A = lim mA \ qui s’appellent respecti- 


vement "mesure intérieure et mesure he au sens de Jordan de 
l’ensemble À. L’ensemble À est dit mesurable au sens de Jordan, ou 
Jordan-mesurable, sim;A = mA = mA. 

Le nombre mA s appelle mesure de Jordan de l’ensemble À (dans la 
suite, on dira mesure tout court). Indiquons quelques propriétés des ensem- 
bles mesurables, outre la propriété évidente qui consiste en ce qu’un ensem- 
ble mesurable est borné. 

Prouvons tout d’abord que la mesure de la frontière d’un ensemble 
mesurable est nulle. Rappelons qu’on entend par point frontière d’un 
ensemble À un point de l’espace vectoriel dont tout voisinage contient à la 
fois des points appartenant et n’appartenant pas à l’ensemble À. 


Théorème. Pour qu'un ensemble borné À soit mesurable, il faut et il 
suffit que sa frontière T soit de mesure nulle. 


O La figure À, diffère de la figure À, par des cubes qui contiennent des 
points frontières de l’ensemble À, c’est-à-dire que mA), = mAy + mV\. 
Si donc l’ensemble À est mesurable, à savoir si Jim mAy = Jim mA \, on 


a Jim mr = 0. Comme 0 < mF, < mTy, on a aussi Jim mT, = 0, 
ouencoremT = lim mTn = lim ml, = 0. Supposons maintenant que 


l’ensemble l est mesurable et m1 = 0. Ce qui signifie que Jim mTy = 0, 
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et donc lim MmAN = Jim mAN\. Par conséquent, l’ensemble À est mesu- 
rable. M 


Voyons quelques exemples d’ensembles de mesure nulle lesquels peu- 
vent constituer une partie de frontières d’ensembles mesurables. 


Théorème. Si les points (x,, ..…, x,_,) d’un espace (m — 1)- 
-dimensionnel appartiennent à un ensemble M borné et fermé et la 
fonction f(x;, .…, x, -,) est continue sur cet ensemble, l’ensemble S défini 
par l'équation x,, = f(x, …, X,_1), (X1, .., Xh-1) € M, est de mesure 
nulle dans l’espace m-dimensionnel. 

CO La fonction f(x,, …, x,_,) étant uniformément continue sur 
l’ensemble M, pour tout € > Oil existe un Ô = Ôô(e) > O tel que lf(x,, … 


es nn) — SX cs Xm_ nl < € si D (x; — x;)? < 6. Ainsi donc, si 
= 


l’inégalité précédente a lieu, on a pour les points de l’ensemble S : 1x, — 
— x,l < €. Considérons un réseau de cubes d’arête <6/Vm : kh < 
< x, <(k, + 1)h, h = 1/2N, k, = 0, +1, +2, … ; h < 6/Vm. Dans 
l’espace des variables (x,, ..., x,_,) on a alors le réseau de cubes 
(m — 1)-dimensionnels d’arête égale à h. L'ensemble M étant borné, il en 
est de même de la fonction x,, = f(x, …,x,,_,), de ce fait, l’ensemble de 
points (x, …, x,), Où (x, …, x,_1)eM, x, = f(x, ……, x,_1), est 
borné. Donc dans l’espace m-dimensionnel il existe un cube d’arête / (/ est 
un entier), composé à partir de cubes du réseau, qui renferme l’ensemble 
M. Introduisons en considération les cubes du réseau &,h < x; < (k; + 1)h, 
a K,,Kk,, …, K,,_, fixes, faisant partie du cube donné. Le nombre de tels 
cubes est égal à //h. Parmi ces cubes, seuls contiennent les points de 
l’ensemble S les cubes dont la variable x,, varie d’au plus €, puisque pour 
deux points quelconques (x;,, .….,x,_,)et (x;,...,x,,_,) d’un même cube 


(m — 1)-dimensionnel on a l’inégalité D (x; — x,)? < h Vm < 6. Le 
im) 


nombre de tels cubes est au plus égal au nombre minimal de segments du 
réseau &,,h < x, < (k,, + 1)h de longueur h qui dans leur ensemble con- 
tiennent le segment de longueur €, c’est-à-dire ne dépasse pas £/h + 2, ce 
qui est inférieur au nombre total des cubes pour k,, .…, K&,_, fixes de 
(€/h + 2)/([/h) = (€ + 2h})/l fois. Puisque ces raisonnements sont vala- 
bles pour K,, k;, .…,k,,_, quelconques, la mesure commune des cubes con- 
tenant les points de l’ensemble S ne dépasse pas (€ + 2h)/7/1, d’où 
mSn < (€ + 2h)l"/I. Les nombres €, h étant aussi petits que l’on veut, 
on a limmS, = 0. Or, mS, < mSy, donc lim msSy, = lim mS, = 


= mS = 0.5 
16" 
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Théorème. Soient AÀ,, i = 0,1, ...,n — 1, des ensembles mesurables. 
Alors sont mesurables les ensembles À = U A, et À = AA. Si, en 
outre, les ensembles À; se coupent au plus __. une partie de leurs fron- 
tières, on amA = S mA, 

Ü] La frontière r d l’ensemble À ne peut se composer que des points 
frontières de l’ensemble À,. Donc mr, < S ml Or, lim mTiv = 
= ml; = 0 ; par conséquent, . 


mr = Jim mTr = Jim mEn = 0, 


ce qui veut dire que l’ensemble À est mesurable. On démontre en parfaite 
analogie la mesurabilité de l’ensemble À. Supposons maintenant que les 
ensembles À; se coupent au plus suivant une portion de leurs frontières. 
Considérons un réseau de cubes d’arête À = 1/2". Les cubes faisant partie 
de la figure élémentaire À) peuvent être partagés en deux groupes : ceux 
appartenant à l’un des ensembles À, et ceux qui ont des points communs 
avec les frontières des ensembles 4,. Notons æ\ la mesure des cubes du 


n— 1 
second groupe. Il est évident que «,, — 0 lorsque N — , car D) mT;, = 0. 
Ensuite, cu 
n—1 
MAN = Ÿ MA;n + an. 
i=0 


n-1 
Passant à la limite pour N — ©, on trouve mA = D mA, 


I 
i=0 


$ 2. Notion d’intégrale multiple (au sens de Riemann) 


Soit À un ensemble mesurable dans un espace m”-dimensionnel dans 
lequel est définie une fonction f(x). Partageons cet ensemble en parties 
mesurables À; se coupant les unes avec les autres au plus suivant une por- 
tion de leurs frontières, i = 0, 1, ..., ñ7 — 1. Designons cette subdivision 
par R. Choisissons dans chaque partie À; un point £; et composons la 
somme 


SRE) = D JE;)mA,, E = (Eos Ego +. En 1). 
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Les ensembles À; sont des parties de À dans la subdivision R. Désignons 
par À le plus grand diamètre des ensembles À, (rappelons qu’on appelle dia- 
mètre d’un ensemble À; la borne supérieure des nombres |x — x°l, où x, 
x°e À). 


Définition. Le nombre S s’appelle limite des sommes intégrales S,(E) 
lorsque À — 0 si pour tout £ > Oil existe un nombre Ô = ô(£) > O tel que 
pour toute subdivision R vérifiant la condition A < 6 et tout choix des 


points £; on a l’inégalité |SL(£) — S | < € (notation 0 = lim Sk@) 


Définition. Une fonction f(x) est dite Riemann-intégrable sur un 
ensemble mesurable À si les sommes intégrales de cette fonction convergent 
vers une limite lorsque A — 0. 


La limite S s’appelle intégrale multiple de multiplicité m de la fonction 
f(x) suivant l’ensemble À (notation : S = (f(x) dx ou S = (il _ PACS 
À A ° 


X5, 5e Xe) dx dx: äx,) Indiquons d’autres notations fréquemment 
utilisables : (| f(x, >) dx dy, (f(x, y)dS pour l'intégrale double ; 
S S 


(FIG, », z) dx dy dz, (FC, y, 2) dV, |[f(r) dr, où r est le rayon vecteur 


du point de coordonnées (x, y, z), pour l’intégrale triple. 
Il découle de la définition d’une intégrale multiple que si f(x) = C, C 
est une constante, on a S = CmA. En outre, dans le cas où mA = 0,ona 


n-) 


(FC) dx = lim Y JE)mA; = 0 


pour toute fonction f(x) définie sur un ensemble À même si elle n’est pas 
bornée sur cet ensemble. Ainsi, pour les intégrales multiples, l’intégrabilité 
d’une fonction f(x) n’entraîne pas qu’elle soit bornée. Dans la suite, cha- 
que fois qu’on aura affaire à des intégrales multiples on supposera acces- 
soirement que la fonction f(x) est bornée. Indiquons les conditions assu- 
rant l’intégrabilité de fonctions. 


$ 3. Sommes de Darboux supérieures et inférieures. 
Conditions d’intégrabilité de fonctions 


Soit f(x) une fonction définie sur un ensemble mesurable À et bornée 
sur cet ensemble. Soit R une subdivision de l’ensemble À en parties À,;, 
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i = 0,1,..,n — 1, que l’on supposera mesurables. Soient 
M, = sup f(x), m;,= inf f(x). 
Si f(x)! < M, alors -M < m,< M, < M. 


4 


Composons les sommes semblables à des sommes intégrales, en prenant 
au lieu de la valeur f'(£;) les quantités M, et m: : 


n-1 n-1 
Sr = Y MimA,, SR = Ÿ mmA;. 


i=0 i=0 


Les sommes S, et S, s’appellent respectivement sommes de Darboux supé- 
rieure et inférieure pour la fonction f(x) correspondant à la subdivision R 
de l’ensemble À. 

Comme S, < SA(E) < Sk, alors, si existent des limites lim Sk et lim Sk 


égales entre elles, la fonction f(x) est intégrable sur l’ensemble 4. Mon- 
trons que cette condition peut être remplacée par une autre, moins restric- 
tive : lim (Se — SR) = 0. Pour la démonstration, servons-nous des pro- 


priétés des sommes de Darboux analogues à celles qu’on observe dans le 
cas de l'intégrale définie. Notons R, C R, le fait que la subdivision R, 
s’obtient de la subdivision R, par division des parties de cette dernière. Soit 
maintenant À, et R, des subdivisions arbitraires de l’ensemble À, les parties 
de R, étant les ensembles 4,, i = 0, 1, .,n — 1, et les parties de R,, les 
ensembles À; ,j = 0, 1, ...,/ — 1. En considérant toutes les intersections 
possibles des ensembles À; avec les ensembles 4; , on obtient une subdivi- 
sion plus fine. En effet, chaque point de l’ensemble À appartient à un au 
moins des ensembles 4; N À;, ceux-ci ne se coupant que suivant au plus 
une portion de leurs frontières, d’après la propriété analogue des ensembles 
A; et À; . La subdivision R; de l’ensemble 4 en ensembles À; N À; est la 
réunion des subdivisions R, et R, (notation : R, + R,). Il est évident que si 
R;=R,+R,,alorsR, C R;,etR, C R;, car au passage de R, à R, par 
exemple, chaque partie se subdivise. 


Théorème. Soient R, et R, des subdivisions d'un ensemble À et suppo- 
sons que R; © R;. Alors Sr, < SR, Sr, > Sp, Si R, et R,sont des subdi- 
visions arbitraires de l’ensemble À, alors Se, < SR. 


Ci Pour prouver la première assertion du théorème il suffit de se borner 
au cas où la subdivision R, s’obtient de R, par division d’une partie 4, en 
ensembles 4, et À;”. (En réitérant la procédure de subdivision des ensem- 
bles, on retrouve le cas général.) Soient M, = sup f(x), M; = supf (x), 

xE A xe Az 


M, = sup f(x) ; les bornes inférieures m,, m, et m;° se définissent de 
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façon analogue. OnaM, <M,,M/ <M,,m > m,,m; > m,.La 
somme de Darboux S, diffère de la somme S,, par le terme M;mA; + 
+ M;'mA;" qui remplace le terme M,mA,. Or mA, = mA; + mA;, 
donc M; mA, + Mi mAS < MimA; + MimAS = MimA,, d'où Se, > 
2 Sk,. On prouve par des raisonnements analogues que Sx < Sk.. 

Pour démontrer la seconde assertion du théorème, considérons la sub- 
division R; = R, + R;,. CommeR,C R;,etR, C R;, on aboutit aux iné- 
galités suivantes : Se, < Sr, < Sr, < SR, OU, en ne gardant que les ter- 
mes extrêmes, Se < Sr. 


Ainsi donc, les sommes de Darboux supérieures sont minorées et les 
sommes inférieures, majorées. Il existe donc inf S, = Set sup Sr = S. 
Les quantités S et S s’appellent respectivement intégrales de Darboux supé- 
rieure et inférieure de la fonction f(x) étendues à l’ensemble À. Pour des 
subdivisions R, et R; quelconques, l'inégalité S,, > S, entraîne Sk, > 
>zS2S2Sk. 

Indiquons les conditions d’intégrabilité de la fonction f(x) sur un 
ensemble mesurable À. 


Théorème. Pour qu’une fonction f(x) bornée sur un ensemble mesura- 
ble À y soit Riemann-intégrable, il faut et il suffit que pour tout £ > Oil 


existe un à = ô(e) > Otel que 0 < Se — Sk < € si A < à quelle que soit 
la subdivision R de l'ensemble À [ A; = sup Ix — x’l, A = max a.) 


x, X EA, 
Notation abrégée de la condition : lim (Se — Sr) = 0. 
Ü) Nécessité. Supposons que la fonction f(x) est intégrable sur 
l’ensemble À et (x) dx = S. Ceci signifie que pour tout €, > Oil existe 
A 


unô = ô(e,) > Otelque I SL(£) — Si < e, si A < 6 indépendamment du 
choix des points £;. Alors, choisissant de deux façons les points E£;,£, = £; 
et £, = £;”, on obtient 


SRE") — SRE”)! ai [Se (E") — S] + [S — SRE”) < 
< ISRE’) — S1 + ISLE”) — S1 < 26. 


Comme M; = sup f(x), m; = inf f(x), il doit exister sur l’ensemble À, 
des points £/et£;”telsqueM, — €, < f(E;)< M,,m, < fE;) < m, + 


+ €,. Avec un tel choix des points £; et£”ona 


n—) 


Sr — SRE) = Y IM; - fE;]mA, < &, Ÿ mA; = eimA, 
i=0 1-0 


248 INTÉGRALES MULTIPLES [CH.9 


n- |] CES | 


SRE) — SR = L VE") — m,]mA;x< Ee, L mA, = €,mA. 


i=0 
Donc, si À < 6, alors 


Sk ai 2 = (Se re SRE )] + LS, €" 7) — Se] + 
+ [SRE ) — SRE) < 2,{(mA4 + 1]. 


Sie > Oest un nombre arbitraire et €, est choisi à partir de la condition 
2,(mA + 1] = €, alors pour A < à = ô(e)onal’inégalitéS, — S, < €, 
c’est-à-dire que lim (Se — Sr) = 0. 


Suffisance. Soit lim (Sr — Sr) = 0. Comme SL <S<S<S,, 


onaS—-S< Se — s,. c’est-à-dire que S = S = S (S est la notation com- 
mune àS et S). Montrons que le nombre S est la limite des sommes intégra- 
les lorsque A tend vers 0. En vertu de la relation lim (Sr — Sr) = 0, pour 


toute > Oilexiste un ô = ô(e) > OtelqueS, — Sk < € si A < 6. Or, Sp < 
< SRE) < SretSr << SSSR. D'où I SRE) — SI < Se — Se < € Si 
A < ô.l 

On peut écrire la condition du théorème sous la forme 


n-1! 


lim D w;mA; = O, 


i=0 


1 


où la quantité w, = M; — m, = sup L f(x) — f(x°)l s'appelle oscilla- 
tion de la fonction f(x) sur l’ensemble À.. 


Corollaires. 1. Soient À et B deux ensembles mesurables et B C À. Si 
une fonction f(x) est intégrable sur l’ensemble À, elle l’est sur B. 

2. Si une fonction f(x) est intégrable sur un ensemble mesurable À, 
alors la fonction | f(x)l est également intégrable sur cet ensemble. 

C]1.Ona lim (Sr — SR) = 0. Soit R ” une subdivision quelconque de 
l’ensemble B, le diamètre maximal des parties étant A. Complétons la sub- 
division R ‘ de B pour former une subdivision R de À en ajoutant de nou- 
veaux ensembles mesurables de diamètre moindre que A. Comme S,- — 
— Sp. < Se — Sk, alors lim (Sr: — Sr) = 0, c’est-à-dire que la fonc- 
tion f(x) est intégrable sur l’ensemble B. 

2. Il s'ensuit de l’inégalité | f(x)! — 1f(x°)11 < f(x) — f(x°)l que 

w, = sup 1f(x) — If < sup 1f(x) — fx) = w,, 
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où w, est l’oscillation de la fonction 1 f(x)! sur l’ensemble 4,. Donc la con- 
n-1 n—1 
dition lim mA; = 0 entraîne que lim Ÿ' w,:mA, = 0. Par e- 
on lim L À; que lim ee ar consé 
quent, la fonction |f(x)l est intégrable sur l’ensemble À. M 


Nous avons là la condition générale d’intégrabilité des fonctions. 
Voyons quelles sont les classes de fonctions vérifiant cette condition. 


Théorème. Une fonction f(x) continue sur un ensemble mesurable 
fermé À; est intégrable sur cet ensemble. 

[] L'ensemble À est borné car mesurable. En outre, il est fermé par 
hypothèse. La fonction f(x) est donc uniformément continue sur l’ensem- 
ble À, c’est-à-dire que pour tout € > 0 il existe un ô = ô(e) > 0 tel que 
Lf(x) — f(x')l < esilx — x’ <ô,xeAÀ,x°Ee A. 

Soit R une subdivision arbitraire de l’ensemble À en parties dont le dia- 
mètre maximum À soit inférieur à ô. Alors, en vertu de l’inégalité 
[x — x°1 < ô sur A;on a w, = Sup Lf(x) — f(x')l < €. Ainsi donc 


n—1 n-i 
Sr — SR = Ÿ uimA;<E, Ÿ mA; = EimA = E, 
i=0 


i=0 e 
1.e. lim (S r — SR) = 0, ce qui prouve que la fonction f(x) est intégrable 
sur l’ensemble À. M 
On peut alléger quelque peu les conditions du théorème précédent. 


Théorème. Une fonction f(x) bornée sur un ensemble mesurable fermé 
A et continue sur cet ensemble à l'exception des points constituant l'ensem- 
ble B de mesure nulle, est intégrable sur A. 

O Soit un réseau de cubes d’arête À = 1/2° : k:h < x; < (k; + 1)h, 
i= 1,2,...,m,Kk; = 0, +1, +2,... CommemB = 0 par hypothèse, quel 
que soite > 0, on trouvera un N tel que mB, < €. Considérons à la place 
de chaque cube &,h < x; < (k; + 1)h,i = 1,2,...,m, faisant partie dela 
figure élémentaire B,, le cube ouvert d’arête (2/ + 1)h : (k;, — 1)h < 
< x, < (Kk, + 1 + [)h. Soit C, la réunion de tels cubes. Il est 
évident que mC, < (2/ + 1)7e. Considérons une subdivision arbitraire R 
de l’ensemble À en parties À;,i = 0,1,...,n — 1, de diamètre maximum 
A < h. Répartissons les ensembles À; en deux groupes, rapportant à l’un 
d’eux les ensembles contenus dans C, et au second, tous les autres ensem- 
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bles. Les ensembles À; du second groupe n’ont pas de points communs avec 
l’ensemble C,, étant donné que la distance d’un point extérieur à C, à un 
point quelconque de C, est >h. 

Remarquons que l’ensemble 4 X C;, c’est-à-dire l’ensemble des points 
de À n’appartenant pas à C,, est fermé en vertu de la propriété qui veut que 
les points d’un ensemble fermé qui n’appartiennent pas à un ensemble 
ouvert constituent un ensemble fermé. 

Majorons l’oscillation de la fonction f(x) sur chacun des ensembles À.. 
La fonction f(x) étant continue sur l’ensemble borné fermé (4 X C.), 
pour tout € > Oil existe un Ô = ô(e) tel que | f(x) — f(x’)l < € si lx — 
— x°1 < ô,etx, x’e (4 X C,). Soit A < 6, alors on a w, = Sup f(x) — 


— f(x°)l < € pour les ensembles du second groupe. Quant aux ensembles 
du premier groupe, on a en vertu de l'inégalité | f(x)l < M : 


IFCx) — f(x) < 1f(x)I + 1f(x)I < 2M, 
. < 2M. Donc 


! 


c’est-à-dire que w 


<2MY mA; +EeY mA. 


La sommation est étendue aux ensembles du premier groupe dans la pre- 
mière somme et aux ensembles du second groupe dans la seconde. Comme 


Y mA; < mC,; < 5"e,et Ÿ'mA;< mA,ona 
i { 


n-1! 
D w;mA; < 2M°57Te + emA = e(2M:5" + mA) 
i=0 

n—1 


si A < min (6, A). Le nombre € étant arbitrairement petit, on a lim Ÿ wm14; = 
ih…0 


= 0, et donc la fonction f(x) est intégrable sur l’ensemble À. 


$ 4. Propriétés fondamentales de l’intégrale multiple 


Nous allons supposer que les ensembles figurant dans l’énoncé des pro- 
priétés fondamentales de l’intégrale multiple sont mesurables et les fonc- 
tions, intégrables. 

1° On a l'égalité 


{lc f10x) + C'f,(x)ldx = c, H(x)dx + C (20x)dx. 
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2° Si un ensemble À est partagé en deux, B et C, se coupant suivant au 
plus une partie de leurs frontières, on a 


(x) dx = |f(x) dx + dx. 
yœ pœx x ff) dx 


3° Si l’on a f(x) > g(x) sur À, alors 


f(x) dx > {8(x) dx. 


A 


49 On a l'inégalité 


(f(x) àx| < (If (x)l dx. 

A A 

S° Soit M = sup f(x), m = inf f(x) et g(x) > Osur À. On a alors 
(f(x)g(x) dx = p (g(x) dx, où m<u< M. 


Cette formule s’appelle formule de la moyenne de l'intégrale multiple. En 
particulier, on a pour g(x) = 1 


f(x) dx =u mA, où m<u< M. 
A 


CO 1° Cette propriété découle immédiatement de la propriété analogue 
des sommes intégrales. 

2° Soient R, et R, des subdivisions arbitraires des ensembles B et C res- 
pectivement. La réunion des R, et R, est la subdivision R de À. Donc S,(£) = 
= YA (2) + SRE). Soient À, et A, les diamètres maximums des parties de 
B et de C dans les subdivisions R, et R, ; posons A = max (A,, A;). Pas- 
sant à la limite pour À — 0, on trouve 


f(x) dx = f(x) dx + (x) dx. 
A 8 C 


3° Soit A(x) = f(x) — g(x). Alors quelle que soit la subdivision R de 
n—) 

l’ensemble À, on a A(x) > 0 et > h(£;)mA; > 0. En faisant tendre A 
i=0 


vers Zéro, on trouve L162 dx > 0, d’où (f(x) dx > {g(x) dx. 
À À À 
4 Ona-lf(x)l < f(x) < 1f(x)l ; donc 
_ [IfG)Idx < f(x) dx < (If)! dx, 


A A A 
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f(x) dx < {If(x)ldx. 


5° Comme mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x), alors 
m |g(x) dx < (f(x)g(x) dx < M |g(x) dx. 
A A À 


Supposons que (g (x) dx > 0. Posant alors u = x)s (x) dx/ [8 Cx)dx, 
A À À 
on trouve m < u < M. Ainsi donc 


Hf(x)g(x) dx = nu [g(x) dx, m<u< M. 
A À 


Cette relation reste en vigueur également lorsque [8 (x) dx = 0, car dans ce 
À 


cas (Cr )g (x) dx = 0. 
À 


$ 5. Réduction des intégrales multiples 
à des intégrales itérées 

Sous des hypothèses assez générales, les intégrales multiples se laissent 
réduire à des intégrales de multiplicité moindre. Commençons par le cas où 
l’ensemble d'intégration À est un parallélépipède m-dimensionnel a, < 
<xX <b,,i=1,2,...,m. 

Théorème. Supposons que la fonction f(x), x = (x,, …, x,,), est définie 
dans un parallélépipède m-dimensionnel a; < x; < b, et existe l'intégrale 
[J(x) dx de multiplicité m. Alors 
A 


1) si pour chaque x, e [a,, b,] fixe, existe une intégrale 


I(xX,) = (fx, xx, …., x) dx, dx, … dx, 
R 

de multiplicité m — 1, où B est un parallélépipède (m — 1)-dimensionnel 
a < X, < b,,i = 2, 3, .…., m, alors existe également l'intégrale itérée ou 

bi 
répétée | I(x,) dx;,, er 

2 

b] b 
[fGx) dx = | I(xi)dx, = [dx, [JG ….,x,)dx,, …, dx, ; 
B 


A ad} d} 
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2) si pour des valeurs fixes (x,, …, x,,) existe l'intégrale 
b} 
(XX) = PLÈTE ss )dx. 
9] 


alors existe également l'intégrale itérée 


(JC, …., x,) dx, dx; … dx, 
B 
et 


(f(x) dx T PAEST .…. X,) dx; dx; Se dx = 
A B 


bi 
= [dx, dx, … dx, [Gr X2 ., Xn) dx. 
B a] 

Ü] 1. Divisons le parallélépipède B en N parallélépipèdes B,, k = 0, 1, 
…, N — 1, et l'intervalle [a,, b, ]en M intervalles C,, / = 0,1, .., M — 1. 
On a alors la subdivision R du parallélépipède À en NM parallélépipèdes 
A, tels que x, e C,, (x, …,x,,) € B, . Il est évident que m4, = mB,h,(h, 
est la longueur de l’intervalle C,). Soit m, = Lu J(x), My = sup " (x). 


Si £,,€ C,, on a d’après la formule de la valeur moyenne des intégrales 
multiples 


mymBe < |f(E XX) dx dx, < My mB,. 
Bk 


Multipliant chaque inégalité par h, et en ajoutant les produits, on trouve 


M-1 N-1 M-1 M-1N-1 
> y Mi MAg < D LEMLRES D D MymA,; 
[=0 k=0O 1s=0 {20 &=0 
1.e. 
N=-1 


Sr < Y IE < S 
1=0 


L'intégrale Â f(x) dx étant justiciable d’estimations analogues : S, < 
A 
< f(x) dx < S,,ona 


A 


M-i 


(f(x) dx < 5, — Se. 
A 
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Etant donné que la fonction f(x) est intégrable sur l’ensemble À, on a 
lim (Se — Sr) = 0 (A est le diamètre maximum des ensembles À, ). 


Comme A, — O lorsque A — 0, il s’ensuit de l’inégalité obtenue que la 
limite des sommes intégrales de la fonction Z(x;,) sur l’intervalle [a,, b.] 
b; 
existe et de plus, on a [f(x) dx = [/(x;,) dx. 
A a) 
2. La seconde assertion du théorème se démontre de façon analogue à 
l’aide des inégalités suivantes 


myhy < | F0 Es Eggs ces Eme) Xi < Much, 
QG 


(Exgs Ego ces Emme) € By» 


M-IN-1 N=1 
> D) my mAy < D J(Egs Eggs es Em) MB 
[=0 &s=0 k=0 
M-I1N-1 
< D ) MymA,.U 
[=0 k=0 


Généralisons ce théorème au cas où À est un ensemble mesurable quel- 
conque et f(x), une fonction intégrable sur cet ensemble. Renfermons 
l’ensemble À dans un parallélépipède À m-dimensionnel et définissons la 
fonction f(x) dans ce parallélépipède en posant f(x) = 0 pour x € À. Il est 
évident que [f(x) dx = { f(x)dx. L'intégrale J(x,) = | 106, % 

A À 8 
…, X}) dX, .… dX,, se ramène à l’intégrale | SX, x ,, X,)d42X dx, 
B(x;) 
où B(x, ) est l’ensemble de tous les points (x;, .…, x,,) vérifiant pour x, fixe 
la condition (x,, x,, .…, x,,) e À. On obtient en définitive 
b; 


(fx) dx = (dx, | f(x,x2, …., x,,) dx, … dx. 


A a} B(x;) 
De même 
(fx) dx = [dx,, …, dx, |  f(x,x, ….,x,) dx. 
A 8 Cr, ….. Xp) 


Ici C(x;,, …, x,,) est l’ensemble des points x, qui, pour des valeurs fixes de 
Xs  X» Vérifient la condition (x;,, x;, …, x,,)e À. En pratique, on 
décompose l’ensemble À en parties dans chacune desquelles l’ensemble 
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Fig. 14 


C(x;, …, x,,) est un intervalle [w,(x;, ..…., x,), #2(x, .…, x,,)]. Le procédé 
de partition de À dans le cas de l’intégrale double est montré sur la fig. 14. 
Dans ce cas il est commode de diviser l’ensemble À en deux ensembles dans 
chacun desquels la droite parallèle à l’axe Ox, coupe la frontière de 
l’ensemble seulement en deux points. 

Les variables (x,, x,, .…., x,,) ont été réparties en deux groupes comme 
suit : x, et (x, …, x,,). On peut les répartir en deux groupes d’une façon 
différente et obtenir des formules analogues. Si une intégrale multiple se : 
laisse réduire à des intégrales itérées par deux façons, les intégrales itérées 
en question sont identiques. 


Exemple. Soit à calculer l’intégrale {xp dx dy, où S est l’intérieur du 
S 
cercle x2 + y? < 1 délimité par la droite 2x + y = 1 (fig. 15). 
La droite 2x + y = 1 coupe le cercle x? + y? = 1 aux points x = 0, 
y = let x = 4/5, y = —3/5. La variable y varie entre y = —3/5 et 
y = 1, et la variable x, pour y fixe, varie entre x = (1 — y)/2 et x = 


V1 — y2. Donc 


VI-yè 
{xy dx dy = | ydy ( x dx = 
S 3/5 (-»)/2 


Ï 
I 1 — y \: 32 
= ni y (TT Jay = :<. 
ini d (>) Je 125 


3/5 


Exercices. 1. Calculer l’intégrale {xy? dx dy sur le domaine { délimité 
Q 
par la parabole y? = 2px et la droite x = p/2 (p > 0). 
2. Calculer le volume d’un corps délimité par les surfaces z = 1 + x + 
+y:z=0;:x+y=1;:x=0; y =.0. 
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$ 6. Changement de variables dans une intégrale 
multiple 


Théorème. Soient donnés deux ensembles mesurables : À dans l’espace 
des variables x = (x,, …, x,,) et B dans l’espace des variables t = (t,, … 
…, 1,) ; entre ces ensembles est établie une bijection à l'aide des formules 

x, = XL Gears X SX (lisses, D) 


Si alors les fonctions x;(t,, ..….,1,),i = 1, …, m, admettent sur l'ensemble 

B des dérivées partielles du premier ordre continues, le jacobien I = 
D(X;,,.X OX. , 

= DO: Xn) = Det | est non nulesur B et la fonction f(x) est 
Di; 5542) ot. 

intégrable sur À, on a 


(Ou …. x,) dx, …. dx, = 
A 


m 


= (fx, .,8,), x, ee 1,)} PTldt, … dt. 
B 
C La démonstration sera effectuée par récurrence. On supposera pour 
simplifier que chaque fois qu’il le sera nécessaire, l’intégrale multiple se 
réduit à des intégrales itérées ; si en outre, on aura affaire à une intégrale 
simple, l’intégration sera étendue à plusieurs intervalles. 


Quelles que soient les variables r,, …, {,,, l’une au moins des dérivées 


Ôx; es : 
TE est distincte de zéro en tout point fixe £ = 4, (sinon /(14,) = 0). La 
k 


OX; | D ; Ne 
fonction Eve garde son signe dans un voisinage du point {, par continuité. 


k 
Ceci nous autorise à diviser l’ensemble B en parties dans chacune desquel- 


; ns. COX : 
les l’une des dérivées Fr ne change pas de signe. Nous allons montrer la 


formule de changement de variables pour toutes ces parties de l’ensemble 
B. Quitte à renuméroter les variables (x,, .…, x,,) et (f,, .…., £,,), on peut 


:  T— .…. OX 
faire que dans le domaine considéré l’on ait TU £ 0. 


Soient m = 1, À l’intervalle [a, b], B l'intervalle [c, d] et la fonction 
x = x(t) établissant une bijection entre les points de À et B. On a alors 
I = x'(t)avecx”(t) 4 0. Six”(t) > 0, alors x(f) est une fonction stric- 
tement croissante et x(c) = a, x(d) = b. Six”(t) < 0, alors x(ft) est une 
fonction strictement décroissante et x(c) = b, x(d) = a. La formule de 
changement de variables dans une intégrale définie nous donne 
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: POI") dt pour x’(t) > 0, 


(f(x) dx = 
| _ xx" (1) dt pour x”(t) < 0. 
b d 
Dans les deux cas F2 dx = MÉOQEMOIT et la formule de change- 


ment de variables est démontrée pour m = 1. Supposons qu’elle est vraie 
pour l'intégrale de multiplicité m — 1, prouvons-la pour l’intégrale de 
multiplicité #7. Réduisons l’intégrale multiple à l’intégrale itérée 
b; 
(f(x) dx = fdx;, | FX, sx) AR sx: 


A a AUX) 


Ici A(x,) est l’ensemble des valeurs (x,, .…, x,,) vérifiant pour x, fixe la 
condition (x,, x, .…, x,) € À. De l’équation x, = x;(f,, ….,t{,)ontiret, 
comme fonction implicite des autres variables : £, = {,(x,, £,, .…., 1) 


(ceue procédure est licite puisque, rappelons-le, a # 0 ). Portant 


alors la valeur obtenue de f, dans x;(f,, …, t,,) pour i > 2, on trouve 
List) = 00 Bal has x Css Cr = x Qi bi) 
Pour x, fixe, transformons à l’aide de la formule de changement de varia- 
bles l’intégrale de multiplicité m — 1 : 


[FO 2 x) dx … dx, = 


Alx)) 
= [fx ..,x,)11*ldr, …. dt, 
B(x)) : 
où 7% = D(x,, …,x,)/D(b, …, t,). Sous la condition 7* # Oon en tire 
b 
(fGx) dx = [dx, | f(x, x, ..,x,)1*ldt, … dt. 
A CT Blx;) 
Changeons l’ordre d’intégration dans l’intégrale itérée : 
b; 
fdx, À fGe,x, …,x,)lI*Idt, … dt, = 


a] B{xj) 


_ fde, … dt, | JS, x, …, x )lI*ldx.. 


C Lt, 1m) 


17—6441 


Ici L(r,, .…, 1,,) est l’ensemble des valeurs x, telles que le point (x,,r,, … 

) appartient à l’ensemble x; € ]a,, b,[, (1, ..….,1,)€ B(x;) pour des 
valeurs (£,, .…, 1, )e C fixes. La formule de changement de variables de 
l'intégrale simple nous donne 


J{X,, x: …. x,,)! I*\dx, — 


Lt. Um) 


= | DA BE OPEN 2 PRESS. RE À OR M | LE A 


Blr). ses Um) 


0x, 


a, 


Nous nous sommes servi du fait que par le changement de x, en x; (f,, 
Ds. M) les fonctions x,, …., x, se transforment en les fonctions x, (,, 
Ds ces Uno ces Km s D ce 1h) €t l'ensemble L(t,, …, t1,,) en l’ensemble 
B(t;, .…, t,,), ensemble des valeurs de la variable £, pour t,, .…, 1, fixes. 
Comme 


OX, 


(ar, a | HAS est hs (Le COLE [an = 
€ 


B(1:. .. 1m) 


re fan …d 


= fre. PONS AE) MENERE GE À PAPSN EE 0 Le, 
B 
0x; — 
il reste à montrer que Z = /* de . Rappelons que les fonctions &3: RE dE 
sont obtenues par substitution de la fonction t, = t,(x;, ln) dans les 


ee rm). DONCX, = bb ssh ee 


Le): = X NT Las cs ln) d'OÙ 
ôx, 81, , 8x, 
dt, O1,  Ôt, 


x; _ ôx; ô!, , 2x; 
of; ôt dt,  ôt, 

12>2,J > 2. 
Servons-nous de ces relations pour transformer l’expression de J : 


0x, 0x; Ôx, 
ôt, dt, ôt, 
OX, 0x, OX; 
I =| à, dt, ôt, 
OX, 0x, 0x, 
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| : 7 ôt, 
Pour tous les ; > 2, multiplions la première colonne par rs et ajoutons-la 


à u . e J 
à la colonne de numéro j. Il vient 


9% 5 … 0 
ET2 
8x, 4x, 8x; 
1=| à, à, “à =, 


dt, dt, dt, 


ce que nous voulions. Remarquons qu’il s’ensuit de l’égalité obtenue que la 


condition /* # 0 est remplie, puisque 7 # 0, en + 0. 


Exemples. 1. Soit S = | f{x, y) dx dy. Passons aux coordonnées polai- 


A 
res : X = r COS w, y = r sin @. On a alors 


COS g —rsin 
sin r COS 


i.e. (FC, y) dx dy = (Sr cos ®, r sin y]r dr de. 
B 


A 


2. Soit S = {f(x, y, z) dx dy dz. Passons aux coordonnées sphéri- 
A 


ques : x = r sin 0 cos w, y = r sin Ô sin w,z = r cos 6. 

Précisons la signification géométrique de la quantité r et des angles 0 et 
pe. Vu que x? + y? + z? = r2,r est la distance du point aux coordonnées 
(x, y, z) à l’origine des coordonnées (la longueur du rayon vecteur r) ; 9 est 
l’angle que fait le rayon vecteur r avec l’axe OZ ; w est l’angle entre le plan 
passant par l’axe OZ et le rayon vecteur r et le plan xO2z (fig. 16). Un point 


MI(x,y,2) 


M1x,y,0) 
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dans l’espace est défini sans ambiguïté par les quantités r, 8, # à condition 
que celles-ci varient dans les limites :0<r < +æ,0<80<7+r,0 < g < 
< 2x. Dans ce cas 
sin 0 cos $ rcosô cos æ —rsin 8 sin 
[= \sin6sins rcos 06 sin rsin@cosw| = r?sin 6. 
cos 0 — r Sin 0 0 


Donc 
(fx, y, z) dx dy dz = 


À 


[S{r sin 8 cos , r sin 8 sin w, r cos 6]r? sin 6 dr dô dy. 
8 


Dans les exemples considérés, il se peut qu’en certains points on a 
I = 0. Ce fait n’est pas essentiel, car au lieu de l’intégration suivant 
l’ensemble À on peut intégrer suivant un ensemble À, obtenu de l’ensemble 
A en lui enlevant les e-voisinages des points en lesquels Z = 0. En faisant 
tendre € vers zéro, on obtient à la limite les résultats obtenus plus haut (par 
des raisonnements analogues à ceux conduits pour les intégrales 
impropres). 


Exercice. Calculer l’intégrale [[TVx2 + y? dx dy dz, où le domaine V 


V 
est délimité par les surfaces x? + y? = 72;:z = 1. 


Indication. Utiliser les coordonnées cylindriques (o, w, z), où x = 
= p COS ©, } = P SIN @. 


CHAPITRE 10 


INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES DE SURFACE 


$ 1. Une courbe dans un espace 71-dimensionnel 


L'ensemble de points (x,, ...,x,,) dans un espace m-dimensionnel véri- 
fiant les égalités x; = x;(r), où à = 1, 2, .…, m et x;(f) sont des fonctions 
continues sur l’intervalle [a, b], s’appelle courbe continue et la variable t, 
son paramètre (notation abrégée : x = x(f)). 

Dans l’espace tridimensionnel usuel, des fonctions continues 
x, = X;(t),i = 1,2, 3, sont susceptibles de définir des ensembles de points 
qui ne correspondent pas en général à nos notions intuitives de courbe dans 
l’espace. Si, par exemple, x;(f) = const, les équations x; = x;(f) définis- 
sent un seul et même point ; une courbe définie par des équations 
X;, = x;(t) peut remplir un certain volume, certaines portions de la courbe 
peuvent se confondre pour des valeurs différentes du paramètre f, etc. Si 
nous voulons que l’ensemble des points défini par l’équation x = x(#) cor- 
responde à nos notions intuitives de courbe, nous devons exiger qu’à des 
valeurs différentes du paramètre { correspondent des points différents, 
c’est-à-dire que pour £, # {, on ait Ix(r,) — x(t,)l # 0. Cette condition 
exclut la possibilité de self-intersection de la courbe. On peut admettre 
pourtant que cette condition est violée en un nombre fini de points. La 
courbe peut avoir alors un nombre fini de points de self-intersection (fig. 
17). 

Voyons quelques caractéristiques géométriques d’une courbe. Pour 
m = 2et m = 3 le vecteur (Ax,, Ax,, …, AXx,,), où AXx; = x; — Xx;, est 
dirigé suivant la droite reliant les points x = (x,, .….,x,)etx = (x,, … 
…, X,). H est donc naturel d'appeler vecteur dirigé suivant une tangente à 


Fig. 17 
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la courbe x = x(1t) la limite 
x(t + At) — x(1) | 


I ——— — ——— 


"(4). 
St-0 At x (1) 


Introduisons la notion de longueur d’un segment d’une courbe. 


Définition. Soient x = x(7) une courbe admettant un nombre fini de 
self-intersections, x; = x;(1) des fonctions continues sur un intervalle 
[a, b]et R une subdivision de l'intervalle {a, b] en parties de longueur non 
supérieure à A. Si alors existe la limite 


n-] 


l = lim DL. — x), G=ait, = b, 


indépendante du mode de subdivision, elle s’appelle /ongueur de la portion 


a < 1 < b de la courbe, et la courbe est dite rectifiable. 


Remarquons que dans l’espace tridimensionnel la somme D lx(£; = 
j=0 

— x(t,)l donne la longueur d’une ligne polygonale de sommets aux points 
X(£.). 

j 

Indiquons les conditions de rectifiabilité des courbes. 

Théorème. Une courbe x = x(t) = (x,(1), …, x,,(t)), tela, b}, 
a < b, est rectifiable si les fonctions x;'(t) sont intégrables sur l'intervalle 
[a, b],i = 1, ..…, m, la longueur de la courbe étant 

b 
| = {lx'()ldr. 


a 


[ Soit R une subdivision de l'intervalle [a, b]en nintervalles [r;,1,,,], 
n-) 

l = 41, = b. Majorons la différence entre la quantité {, = Y 1x(1,,,) — 
j=0 


n-1 
— x(1,)| et la somme partielle /,(£) = D) Ix'(&,)1At, pour l’intégrale 
j-0 


| = EAOIL telt,t,,l At =t,; 0. 
d 
On a 
n—! 


re — RE) = D [x(t,,,) — xG,)1 — Ix'Æ)1At,]| < 


j=0 
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n—) 


< y [Tx(4,,1) ne x(1,)1 Éi Ix'(&,)lAt,| < 


j=0 
n—)1 
< À Ix(t,,,) — x(,) — x'(E;)Ar, 1. 
jJ=0 


D’autre part, 
tj+1 
Ix(1,,1) s X(1;) æ, x'(,)At;l ns | ( [x "(r) Œ xd | < 
SES 
< | lx°(1) — x'E;)ldr. 


!j 


Majorons l’expression sous le signe d’intégration : 


Ix"(e) — x) = V'lx; (0) — x; El < 


is) 
m 2 m 2 
<[E Lx," (2) — x'@)| <[ 5e | , 
is] im 
où W, = sup Îx"(r) — x; (;)| est l’oscillation de la fonction x; (1) 


{, Eglt;. tj+il 
sur l’intervalle UE PE E Donc 


m n-1| 
FA — LE) < D Lai). 
im] j=0 


Les fonctions x;'(t) étant intégrables sur l'intervalle [a, b], la limite 


CR | 
lim D w,.At. = 0 indépendamment de la subdivision R de l’intervalle 
-0 à 


[a, b] (A = max A), d’où lim IR — lRE)l = 0. Or, lim lRE) = 


b n—) 
= [Ix”(t)ldr. Donc pour 4 — Ola limite de la somme /, = Y lx(t,,1) — 
a j=0 


bd 
— x(1,)l existe et est égale à flx”()ldr. Er 
a 
En particulier, est rectifiable une courbe différentiable par morceaux, 
c’est-à-dire une courbe x = x(t) dont les fonctions x;(f) sont différentia- 
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bles par morceaux (rappelons qu’on appelle différentiable par morceaux 
une fonction continue admettant une dérivée continue par morceaux). 

Pour la courbe, on a pris comme paramètre la variable t. Il est évident 
que pour a < t < b on obtiendra le même ensemble de points si au lieu du 
paramètre { on considère tout autre paramètre, par exemple 7, lié au para- 
mètre { par une relation £ = f(r), « < 7 < B, et si la variable t parcourt 
l'intervalle [a, b] pour æ < 7 < B. Afin d’éviter le double parcours de la 
courbe il est naturel d’exiger que la fonction f(r) soit strictement mono- 
tone. En particulier, il suffit de demander que f'(r) # 0 pour & < 7 < B. 
La non-nullité de f (7) donne lieu à deux classes de paramètres : ceux pour 
lesquels f'(7) > 0 et ceux pour lesquels f (7) < 0. Dans le premier cas les 
points de la courbe x = x{[/f(r)] sont parcourus pour des 7 croissants dans 
le même sens que pour la courbe x = x(t), dans le second cas ils sont par- 
courus dans le sens inverse. Il apparaît tout naturellement la notion de 
courbe orientée : la courbe T° sera désignée par F , si sont utilisés les para- 
mètres de la première classe, et par l_ si les paramètres sont pris dans la 
seconde classe. On associe à la courbe orientée l, le sens de parcours posi- 
tif de la courbe F (avec l’accroissement du paramètre), et à la courbe l_ le 
sens de parcours négatif. 

Introduisons le paramètre naturel s très commode pour de nombreuses 
applications : s = s(t) est la longueur de l’arc de courbe entre les points 
t = aet le point donné t. Pour des courbes x = x(1) rectifiables on a 

{ 
s(t) = [x "(r)ldr. 


a 


Pour que ce paramètre soit admissible, on admettra que Ix”(t)l + 0 pour 
te [a, b]. Il est évident que les paramètres s et / déterminent une même 
orientation de la courbe l. On peut introduire le paramètre naturel d’une 
autre façon afin d’obtenir la courbe F_ : 


bd 
s(t) = {Ix"(r)lr, 0O<s< 1. 


! 


Le paramètre naturel facilite la recherche du vecteur tangent de lon- 
gueur unité. Six = ÿ(s5), la tangente à la courbe est dirigée suivant le vec- 
teur x" = ÿ (s) = (Y,(5), …, ÿ,,(s)). Montrons que ce vecteur est de lon- 


gueur unité. On a x = x(1) = ÿ(s(r))}, donc Ix”’(r)l = ju" 


D'autre part, 


A = |x°(t)l, d’où lf'(s)l = 1, ce que nous voulions. 


On peut montrer que le vecteur x ’(s) est de sens inverses pour les courbes 
r,etFr_. 
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Exemples. 1. Soit à déterminer l’angle que fait la tangente à la courbe 


x =1,} = 1?,z = 1? au point (1, 1, 1) avec le plan z = 0. Le vecteur 
unité de la tangente est 


dx 
dt 
(2 IE Co A 
dt dt dt 
dy 
dt 
dx \? dy \! dz \2 
R A + [— 
() ' (&) ) 
dz 
d' 


dx 2 dy \? dz \! 
As BA E == 
Je ) * (2 ) (F ) 
Pour t = Ionax = y = z = let 1 = (1/V14, 2/V14, 3/V14). La proje- 
tée de la tangente sur le plan z = Oest le vecteur 1, = (1/V14, 2/V14, 0) et 


l’angle + entre la tangente et le plan z = 0 est égal à l’angle entre les vec- 


teurs 1 et 1. Donc cos $ = 1/1 = V5/14, d’où # = Arc cos V5/14. 
2. Soit à calculer la longueur de la ligne funiculaire x = a cost, 
y = asint,z = btpour0O<1t1< 27. Ona 


dx \? dy \? dz \? 
: () * (&) CL 


Exercice. Calculer la longueur d’arc de la courbe x = e! sin, 
y = elcost,0<1< 7%x/2. 


a? + b?dt = 2x Va? + b1. 


t) 


$ 2. Intégrales curvilignes 


Définition 1. Soit s le paramètre naturel d’une courbe r,0<s< /. 
Î 


L'intégrale Z = | JUx, (s), x (s), …, x, (s)]ds s’appelle intégrale curviligne 
0 


de première espèce de la fonction f(x,, …., x,,) le long de la courbeT (nota- 


tion : / = Gi: …. Xn)ds Où 1 = (x) ds, où x = (x;, 2m) 
r F 
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Si au lieu du paramètre naturel s on prend un autre paramètre, { par 
exemple, tea, b],ona 


b 
I = [Ex (0), …, %,(0)]lx"(0)lde. 
L'intégrale J est indépendante de l’orientation de la courbe par le para- 
mètre £ (vérifier à titre d’exercice). 


Définition 2. Soit F(x) = F(x,, …,x,,) = (F,,..…., F,,) une fonction 
vectorielle m-dimensionnelle, les fonctions F = F:(x,, ..…., x,,) étant conti- 
nues aux points de la courbe l'. On appelle intégrale curviligne de la fonc- 
tion vectorielle F(x) = F{(x,, .…., x,,) le long de la courbe T (intégrale cur- 
viligne de deuxième espèce) l’intégrale 


/ 


1 = | FEx(s)}x"(s) ds. 


Ici F[x(s)]x”(s) est le produit scalaire 


m 


F{x(s)x"(s) = ÿ Flx(s), x(s), .…., x, (s)]x;" (5). 
=) 


? 


Comme x;'(s) ds = dx,, on note souvent l'intégrale curviligne de 
deuxième espèce comme suit : 


1=|YFdx, = |F. dx, + FE, dx, + … + F,dx,. 
Fr 


Fri 
En physique, on utilise pour m = 3 les notations suivantes : 


1 = |F(x, y, 2) ds, 
r 


où F(x, y, z) et ds sont respectivement la fonction vectorielle et le vecteur 
tangent à la courbe l', de plus Idsi = ds. 

Etablissons le lien qui existe entre l’intégrale curviligne de deuxième 
espèce et l’intégrale définie. Supposons que le paramètre t définit la même 
orientation de la courbe que le paramètre naturel s, c’est-à-dire que 
t=t(s)et a = 1(0) < b = 1(1),0 < s < L. Alors, la courbe x = x(f) 


nu ci dx. | 
vérifiant l’égalité dx. = re ds = x;'(1) dr, on trouve 
G 


bd m 
1 = 1D x" (0 Jar 


im 
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Si l'orientation définie par le paramètre t est l’inverse par rapport à celle 
donnée par le paramètre naturel s, alors a = 1(/) < b = t(0)et 


b m 
[ = — Il Ex" Jar 
1=) 


Donc 


Î Flx(s)1x'(s) ds = — | Fix(s)1x’(s) ds, 


r rs, 


c’est-à-dire que l’intégrale curviligne de deuxième espèce change de signe 
avec l’inversion d’orientation. Si l est une courbe fermée, l’intégrale 


m m ; 
Î ÿ Fidx; se note £ ÿ F;dx; et s’appelle circulation du vecteur F le long de 
Fil F 1=1 
la courbe Tr. 

Indiquons quelques applications physiques des notions introduites. 

1. Soit une courbe matérielle l de densité linéique (densité par unité de 
longueur de courbe) ». Proposons-nous de calculer la masse M de la courbe 
r. 

Divisons la courbe l en 7 morceaux et soit s; la longueur de la portion 
de courbe de l’origine au point de numéro i. La masse M de la courbe est 

n-) 
approximativement égale à Ÿ p(s;)As,, où As, = 5, 
1-0 
en faisant tendre max As; vers zéro, on obtient ù 
! 


,1 — S$. À la limite, 


! 
M = {o(s) ds. 
0 
2. Supposons qu’un solide se déplace suivant une courbe l sous l’action 
d’une force F = F (x, y, z)i + F, (x, Y, 2)j + F.(x, y, 2)k; i, j, k étant les 
vecteurs unités des axes de coordonnées. Calculer le travail de la force F. 
On sait du cours de physique que le travail d’une force F se mesure par 
le produit | F1/ si celle-ci effectue un déplacement de longueur / dans la 
direction du vecteur force. Le travail est nul si le déplacement se fait dans la 
direction perpendiculaire au vecteur force. Ainsi donc, en déplaçant le 
solide dans la direction du vecteur 1 d’une distance |1!, la force F effectue le 
travail F1. En effet, F = F, + F,, où F, est la projetée de la force sur la 
direction let F,, la projetée sur la direction perpendiculaire à 1. Le travail 
de la force F, est Fi = Filet celui de F, est nul. 
Le travail de la force F lors du déplacement du solide le long de la 
n-| 
courbe T est approximativement égal à D F Ar, où r = (x, y, z) est le 
t1=0 
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rayon vecteur, Ar, = r,,, — r;. En faisant tendre Ar, vers zéro, on trouve à 
la limite 
(Fdr={F dx +F,dy +F, de. 


r r 


Le cas de forces potentielles présente un intérêt particulier. C’est le cas 
où le vecteur F se laisse représenter sous la forme de gradient d’une fonc- 
tion : F = grad f. On a 


! 


df dx df dy  df dz 
F dr = = — + —— + — — |ds = 
| ° IE dy ds EL 


ù 0 


! 
. (HRere» z(s)] à - 
ds 


= f{x(D), y(1), z(D)] — fix (0), (0), z(0)]. 


Ainsi donc, pour les forces potentielles, l’intégrale (Fdr se définit sans 
r 

ambiguïté par la donnée des bornes d'intégration et ne dépend pas de la 

forme de la courbe. 

En physique, donner la fonction vectorielle F(x, y, z) c’est donner le 
champ de vecteurs correspondant. Si F(x, y, z) = grad f(x, y, z), le 
champ de vecteur est dit potentiel et la fonction f(x, y, z), potentiel du 
champ de vecteurs F. 


Exemple. Soit à calculer la masse M de l’arc de la courbe y? — 4x2 = 
= 3z2,}2 = x,z > Oentreles points (0, O, 0) et (1/4, 1/2, 0) si la densité 
linéique p = 2. 

Paramétrons la courbe par la variable y. On a alors x = }y?, z = 
= y V(1 — 4y?}/3 (nous avons retenu le signe « + » du radical afin de 
satisfaire à la condition z > 0). Donc 


1/2 1/2 


M = ECM + GjY + (ZŸ dy = ET — 2y?) dy = —. 


16 
0 0 


WIN 


Exercices. 1. Calculer la masse de l’arc de la courbe x = at, y = at?/2, 
z = at?/3,0<1t < 1, dont la densité linéique varie suivant la loi o = 
= V2y/a. 


2. Calculer l'intégrale curviligne |x2 ds, où C est le cercle x? + y? + 


+z2=a,x+y+z=0. ss 
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Indication. Se servir de coordonnées sphériques. 
3. Calculer l’intégrale curviligne de deuxième espèce | pda + zdy + 
a 
+ x dz, où C'est une spire de la ligne hélicoïdale x = a cos £, y = asint, 
z = bt,0 < 1 < 2x, parcourue dans le sens de décroissement du paramètre t. 


8 3. Surface différentiable 


Convenons d’appeler surface dans l’espace tridimensionnel de points 
(x, y, z) l’ensemble des points (x, y, z) vérifiant l’équation F(x, y, z) = 0. 
Supposant cette égalité résoluble par rapport à la variable z, nous obtenons 
l’équation de la surface z = f(x, y). 

De façon analogue, en résolvant l’équation F(x, y, z) = 0 par rapport 
à y ou x, on obtient l’équation de la surface sous la forme y = f{(z, x) ou 
x = f(y, z). Cherchons à généraliser la notation de l’équation de la sur- 
face. A cet effet, supposons que la surface S est donnée par les égalités sui- 
vantes : x = x(u,v),y = y(u,v),z = z(u, v), où u, v sont des paramè- 
tres. Nous supposons ensuite que les fonctions x(u, vu), y(u, vu), z(u, v) 
admettent dans un certain domaine de variation des variables , v des déri- 
vées partielles du premier ordre continues et que l’un au moins des jaco- 
biens D(x, y)/D(u, v), D(y, z)/D(u, v), D(Z, x)/D(u, v) est distinct de 
zéro en tout point (u, vu). Montrons qu’une telle définition de la surface est 
effectivement une généralisation des définitions citées plus haut. La non- 
nullité de l’un au moins des jacobiens D(x, y)/D(u, v), D(y, z)/D(u, v), 
D(Z, x)/D(u, v) implique l'existence d’une relation fonctionnelle entre les 
fonctions x(u, vu), y(u, v), z(u, v), à savoir l’une des relations de la forme 
z = f(x, y),x = f,(9,2),y = /,(z, x), et les fonctions f, (x, y), f, (y, 2), 
J,(z, x) admettent des dérivées partielles du premier ordre continues. Dans 
le cas général, ces égalités s’écrivent sous la forme F(x, y, z) = 0, où la 
fonction F(x, y, z) admet des dérivées partielles du premier ordre conti- 
nues. Avant de donner une définition plus rigoureuse de la surface, définis- 
sons la notion d’ensemble connexe. 


Définition. Un ensemble À des points x = (x,, ., x,,) est dit connexe 
si tous points de À peuvent être reliés par une courbe différentiable par 
morceaux dont les points appartiennent à A. 


Définition. Soit À un ensemble connexe ouvert de points (4, v) de fron- 
tière y qui est une courbe différentiable par morceaux. L’ensemble des 
points (x, y, z) donnés par les égalités x = x(u,v),y = y(u,v),z = z(u, 
v), où (u, v)e À s'appelle aire différentiable élémentaire si les fonctions 
x(u, v), y(u, vu), z(u, v) et leurs dérivées partielles du premier ordre sont 
continues sur l’ensemble À jusqu’à la frontière + et si l’un au moins des 


270 INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES DE SURFACE [CH. 10 


Jjacobiens D(x, y)/D{u, v), D(y, z)/D(u, v), D(Z, x)/DUu, v) est distinct 
de zéro pour toutes valeurs de x et v. L’ensemble des points x = x{(u, v), 
y = }(u,v),z = z(u, v) s'appelle surface différentiable par morceaux si 
cet ensemble est connexe et divisible en un nombre fini d’aires différentia- 
bles élémentaires. Nous admettrons qu’à des points (4, v) différents corres- 
pondent les points différents de la surface. 


Remarque. Quelques-unes des dérivées partielles de fonctions x(u, v), 
y(u, v), z(u, v) peuvent ne pas exister au sens usuel à la frontière y de 
l’ensemble 4. Pour cette raison, dans cette définition et partout dans la 
suite, par dérivée partielle au point de la frontière (u,, v,) de l’ensemble À 
nous allons comprendre la limite de la dérivée partielle correspondante 
lorsque le point (u, uv) e À tend vers le point (4,, vo). Si au point frontière 
la dérivée partielle existe au sens usuel, les deux définitions de la dérivée 
partielle en ce point frontière conduisent à la même valeur. 


Considérons la frontière + de l’ensemble À sur lequel sont définies de 
fonctions x(u, vu), y(u, vu), z(u, v) pour une aire différentiable élémentaire. 
Comme la frontière - est une courbe différentiable par morceaux, on a sur 
yu = u(s),v = v(s), où s est le paramètre naturel et les fonctions u(s), 
v(s) admettent des dérivées premières continues par morceaux. La fron- 
tière de surface définie par les équations x = x[u(s), u(s)], y = y[u(s), 
u(s)], z = z[u(s), v(s)] est donc une courbe différentiable par morceaux 
et la frontière d’une surface différentiable par morceaux est une courbe dif- 
férentiable par morceaux. 

Soient x = x{(1), y = y(t), z = z(t) des courbes différentiables tra- 
cées sur une surface. Montrons que les tangentes aux courbes passant par 
un point fixe de la surface sont contenues toutes dans un même plan qui 
s’appelle plan tangent à la surface au point donné. En effet, si la surface est 
donnée par l'équation F(x, y, z) = 0, on a pour toute courbe passant 
par un point fixe (xs, Yo Zo) de la surface l’égalité F{x(#),y(#),z(t)] = 
X(£o) = Xp Yo) = Yo Zoo) = Zo- D’après la règle de dérivation d’une 
fonction composée nous obtenons 


JFCXor Yon To) dX(o) + OF CXor Yo Zo) dYUo) , 
ox dt dy dt 
+ 9F Cor Yor 70) 42 (0) 
0z dt 


Le premier membre de cette égalité est le produit scalaire du vecteur 


grad F = ( D 2) et du vecteur de la tangente 1 = (E. y is k 


dt” dr” dt 
et l’égalité peut s’écrire sous la forme grad F1 = 0. 
Ainsi, les tangentes aux courbes passant par un point fixe d’une surface 


= (. 
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sont orthogonales à un même vecteur grad F et sont donc contenues dans 
un même plan. Le vecteur orthogonal à tous vecteurs situés dans le plan 
tangent s'appelle normale à la surface. Par conséquent, le vecteur grad F 
est une normale à la surface F(x, y, z) = : 

Si l’équation de la surface est notée sous la forme z = f(x, y), alors 
Fix, y, z) = f(x, y) — z et la normale à la surface est dirigée suivant le 


vecteur (2 D — | ). Proposons-nous de déterminer la normale à la 
* surface dans le cas où l’équation de cette dernière est donnée sous la forme 
x = X(u, vu), y = y(u, v), z = z(u, v). Eliminant entre ces égalités les 
paramètres # et v, on trouve l’équation de la surface sous la forme 
F(x, }, z) = 

Exprimons le vecteur grad F à l’aide des dérivées partielles des fonc- 
tions X(u, v), y(u, vu), z(u, vu). Comme F[x(u, vu), y(u, vu), z(u, v)] = 0, 
on a 


ÔF 0x . 9F 9y , 9F0z 
ox ou dy ou 0z du 
…F ox 9Fdy ,0F0z _ 
ox Ou dy ôv 0z dv 


Supposons que dans un point donné on a D(x, y)/D{u, v) # 0. Les égali- 
tés ci-dessus entraînent 


9F _ 9F D(z, x)/D(u, v) 9F _ 0F D(y, z)/D(u, v) 


dy 0Z D({x, y)/D(u, v)' dx  dz D(x, y)/D(u, v) 


= (0, 


Le vecteur grad F est donc proportionnel au vecteur 
D(»,2),, D x). , D(x ») 


Div) Dub) Duo) 


On arrive au résultat analogue dans le cas aussi où D(y, z)/D(u, v) # 0 

ou D(z, x)/D(u, vu) # 0. On en déduit que la normale à la surface est diri- 

gée suivant le vecteur - DU, 2); i + Ce) + Dtx, 2 
D(u, v) D(u, v) D(u, 


la normale de longueur unité (vecteur normal ane) est 
D(y, 2 DZ, x D(x, 
D(y,2);,, DG x), , DR), 


D(u, v) | ALT _.. ) 


Er z) l (x ») L 
Du, v) 


k. Le vecteur de 


, (GDF, Den T 
D(u, v) D(u, v) 
La possibilité de choisir le signe de n donne lieu à la notion de surface 
orientable. 
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Définition. Une surface est dite orientable si en chacun de ses points on 
peut choisir le vecteur normal unitaire n(x, y, z) de façon que la fonction 
vectorielle n(x, y, z) soit continue sur la surface. 


Si l’on convient du choix du signe de n(x, y, z) dans l’expression qu’on 
vient d'obtenir, chaque aire différentiable élémentaire de la surface devient 
une surface orientable. 

Généralisons la notion de surface orientable pour les surfaces différen- 
tiables par morceaux. Soit F une courbe fermée différentiable par mor- 
ceaux appartenant à une surface et y entourant un point (x, y, z). En rétre- 
cissant la courbe l autour du point (x, y, z), on peut choisir pour sens de 
parcours positif de F' celui de rotation du manche d’un tire-bouchon à 
hélice droite enfoncé dans la direction du vecteur n(x, y, z). Etant donne 
que pour une surface orientable le vecteur n(x, y, z) est une fonction conti- 
nue, le choix du sens de parcours positif du contour en un point de surface 
définit sans ambiguïté le sens positif de parcours d’un contour en tout 
point de la surface, y compris sur la frontière de la surface. Convenons 
qu’une surface différentiable par morceaux est orientable si l’orientation 
des aires différentiables élémentaires est donnée de façon que les portions 
de frontières communes à deux aires voisines soient parcourues en sens 
inverses. Avec une telle convention, le choix du signe de n(x, y, z)en un 
point quelconque de la surface définit sans ambiguïté le sens de la normale 
en tout point de la surface considérée (fig. 18). 

Servons-nous des notions que nous venons d’introduire pour mettre en 
évidence quelques caractéristiques des fonctions de trois variables 
u = f(x, y, z). L'ensemble des points tels que f(x, y, z) = C, où C'est une 
constante, s’appelle surface de niveau de la fonction u = f(x, y, z). La 
normale à une surface de niveau est dirigée suivant le vecteur grad f(x, y, z)= 
= grad u, puisque dans ce cas f(x, y, z) — C = 0. 

Cherchons en conclusion l’équation reliant les points du plan (x, y, z) 
passant par le point (x,, y, 4) sachant que la normale à ce plan est paral- 
lèle au vecteur (4, B, C). Soient r = (x, y, z) et r, = (xs, Jos Z) deux 
points du plan. Alors le vecteur r — r, = (x — x,, y — ÿy, Zz — &) est 
situé dans le plan et est orthogonal au vecteur (4, B, C}), c’est-à-dire que 
A(Xx — x) + B(y — yo) + C(z — &) = 0. En particulier, l'équation 
du plan tangent en (x,, y, &) à la surface de niveau de la fonction 


Q 9 


Fig. 18 
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u = f(x, y, z) s'écrit 


df(Xor Yor Zo) (x _— X ) + df(Xo» or ) (y — } ) + 
ox s dy ù 
OP Ko» Vos 0) ç, _ E 
+ Fe (z — 4) = 0. 


$S 4. Aire d’une surface 


Supposons que les égalités x = x(u, vu), y = y(u,u),z = Zz(u, v) défi- 
nissant une surface S sont équivalentes à l’égalité z = f(x, y), où 
(x, y)e B. 

L'ensemble B sera supposé mesurable et soit R une subdivision de 
l’ensemble B en parties B; mesurables de diamètre inférieur à À, j = 0, 1, 
…,ñn — |. Considérons un cylindre de base B; et de génératrice parallèle à 
l’axe Oz. Le cylindre découpe dans le plan tangent à la surface z = f(x, y) 
en un point (x, y) € B, une figure plane B; d’aire mB; = nn. , OÙ 

cos (n, z)l 
(n, z) est l’angle que fait le vecteur de la normale n avec l’axe OZ (l’aire de 
la projetée d’une figure plane est égale à l’aire de la figure multipliée par le 
cosinus de l’angle que font entre eux le plan de la figure et celui de sa proje- 
tée). La quantité mB; est intuitivement conçue comme l’aire de la surface 
z = f{x, y) correspondant à l’ensemble des points (x, y) e B;. On appelle 
donc aire de la surface S la limite pour À — 0 de la somme 


n- |! n-1! 
mB. 
S, = B. = RE 
R ) re } [cos (n, z) 
j 0 J50 


si cette limite est indépendante du mode de subdivision R de la surface et du 
choix des points (x, y)Ee B;. 
Ainsi donc, l’aire d’une surface z = f(x, y) est égale à 


| dx dy 

: oO — = Ce, 
JIcos (n, z)l 
H 


Si la surface est donnée par l’équation y = f(z, x) ou x = f(y, z),ona 
" dzdx | dy dz 
respectivement a = Re Do = de. 
Jlcos (n, x)! 


- . Montrons, en 
JIcos (n, y)l 
B,, 


CL x 
nous servant de l’équation paramétrique de la surface S : x = x{u, v), 
y = p(u,v),z = z(u,v),où (u, v)e À, que toutes les trois expressions de 
a sont équivalentes. L'ensemble À sera considéré comme mesurable. Nous 
aurons besoin de la formule de changement de variables dans les intégrales 
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multiples. Comme 
n = cos (n, x)i + cos (n, y) j + cos (n, z)k = 
ESA 2),, D x). , D ») «| 


+ Du, v) "Du, v)" "Du, 0 


Es 2) l : ER l + EE F 
D(u, v) D(u, v) D(u, v) 


on obtient dans tous les trois cas l’expression suivante de l’aire o de la sur- 


face : 
ES l : Fe l : | 
D(u, v) D(u, uv) 


On admettra que cette expression donne dans le cas général l’aire de 
toute surface S différentiable par morceaux. 


CT 


” du dv. 


D(x, ») | 
D(u, v) 


Exemple. Soit à calculer l’aire de la portion de la surface cylindrique 
x? + y? = x découpée par la sphère x? + y? + z2 = 1. 

Les calculs sont moins encombrants en coordonnées sphériques : x = 
= r Sin Ü COS w,} = r sin Ÿ sin w,z = rcosDoù0<Ü<Tr,0<w< 
< 2x. L’équation de la surface cylindrique concernée est donnée par 
r sin Ÿ = cos y. Comme pour la sphère x? + y? + z2 = 1lerayonr = 1, 
il s’agit de trouver l’aire de la portion de la surface cylindrique pour 
laquelle 0 < r < 1. Eliminons la variable r. L’équation de la surface cylin- 
drique s'écrit alors x = cos? &, y = cos # sin g,z = cotg Ÿ cos w. Soit À 
l’ensemble des points de la surface cylindrique pour lesquels 0 < r < 1, 
c’est-à-dire que 0 < cos w/sin Ÿ < 1. L’aire o demandée est alors égale à 


= (| Ex z) D(2, x) D(Xx, y) 
D 
A 


2 2 2 
a dÙŸ de = 
ue | É ES ù | * EE | 


cos gl 
= dù de. 
(| sind 


Passons de l'intégrale double à une intégrale itérée. Comme 
0 < cos #/sin Ÿ < 1, on a pour 0 < Ÿ < r/2 soit r/2—- << 
< 7/2, soit 3x/2 < @ < 3x/2 + J ;5sirx/2 < 9 L<r,ona-7r/2 +0 < 
< p# < 7/2 ou 3/2 < © < 5x/2 — V. Donc 


z/2 #/2 3r/2 +0 


go = E | cos & de + | cos © de | + 
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z x/2 Sx/2-9 
dÜ 
ce cos w de + cos w de | = 4. 
sin‘ Ÿ 
x/2 -r/2+0 3r/2 


Exercice. Calculer l’aire d’une portion sphérique délimitée par deux 
parallèles et deux méridiens. 


8 S. Intégrale de surface de première espèce 


Supposons qu’une fonction F(x, y, z) est définie pour au moins les 
points (x, y, z) d’une surface x = x{(u, vu), y = y(u, v), z = z(u, v), 
(u, uv) e À, où À est un ensemble mesurable. Divisons l’ensemble À en par- 
ties mesurables À; de diamètre inférieur à A, j = 0, 1, ..., n — 1. Asso- 
cions à l’ensemble À ; l'aire 4o; de la surface considérée. Si existe la limite 


n-) 


[= lim L FIx(&,, 0,),y(&,, 5), z(ü,, 5,)1Ao,, (ü,, 5,)e À,, 


indépendante du mode de partition de l’enserable et du choix des points 
(4, ü;), cette limite s’appelle intégrale superficielle de première espèce de la 
fonction F(x, y, z) étendue à la surface S (notation : | F(x, }, nds ). 
S 

L'intégrale 7 se ramène à une intégrale double si la surface est d’aire 
finie, les dérivées partielles du premier ordre des fonctions x{(u, vu), y(u, v), 
z(u, v) bornées, et la fonction F[x(u, vu), y(u, vu), z(u, v)], intégrable sur 
l’ensemble 4. En effet, substituons à la quantité Ao; l'expression 


Aa. = {Ju v) du dv, 
? 


| L D(», 7) \: D(z, x) \’ D(x, y) \‘ 
0 = [es ) + Gun) * Gun) 


Montrons que 7 = Z*, où 
I" = |F{x(u, v), y(u, v), z(u, v)]J(u, v) du dv. 
A 
Nous avons 


n-—]1 


if > Flx(&,, ù;), y(&;, ü,), z(G;, ü;)JAo, < 
J=0 


n—i 


< Y [IFIx(u, v), y(u, v), zu, v)] — 


J=0 À, 
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— Flx(ü,, 5), y(&,, 5,), z(G,, 5,)]1J(u, v) du du < 
n—) 
< ‘max J(u, v) or 
où w. est l’oscillation de la fonction F[x(u, v), y(u, vu), z(u, v)] sur 
l’ensemble À.. La fonction F[x(u, v), y(u, v), z(u, v)] étant intégrable sur 
l’ensemble À, le dernier terme de l’inégalité tend vers zéro lorsque À — 0, 
donc on a effectivement 7 = J*. 


Exemple. Soit à calculer l’intégrale / = [[Cx + y + z)do, où S est 
S 
une demi-sphère x? + y? + z2 = 1,z > 0. 
Utilisons les coordonnées sphériques : x = sin Ÿ cos w, y = sin Ÿ sin #, 
z = cos d,0< Ÿ << r/2,0 << 6 < 2r (r = 1). Alors 


do = V[D(z, x)/D(6, 6)P + (DO, z)/D(6, 6)P + [D(x, »)/DO, 6)Ÿ x 
x dû de = sin Ÿ dÜ de. 
Par conséquent, 
x/à 


I = |sinÿ dô | (sin d cos y + sin Ô sin # + cos Ô) dy = 7. 
0 


ou, À 


$ 6. Intégrale de surface de deuxième espèce 


Considérons une surface différentiable par morceaux orientée. Alors 
pour chaque aire différentiable élémentaire de cette surface est défini le 
vecteur normal unitaire 


FE ),, D&x), , D(x y) «| 
D(u, v) _ D(u, 22 D(u, v) 


n = Don nr J | 
D(y, 2) | : FE x) l : ER l 
D(u, v) D(u, v) 


Le choix du signe dépend du choix de l’orientation de la surface. Soit 
une fonction vectorielle F(x, y, z) qui est définie et continue au moins pour 
les points de la surface S. On appelle intégrale de la fonction vectorielle 
F(x, y, z) sur S (intégrale de surface de deuxième espèce) l'intégrale de sur- 
face de première espèce du produit scalaire Fn. Si 


F(x, }, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, 2)j + Rx, y, z)k, 
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l'intégrale de surface de deuxième espèce est 


I = (Fn do = \[P cos (n, x) + Qcos (n, y) + R cos (n, z)]do. 
S S 


On utilise souvent une autre notation pour désigner l’intégrale de sur- 


face de deuxième espèce, à savoir Z = |Fde, où de est le vecteur d’un élé- 
S 
ment de surface dirigé suivant la normale à la surface, et tel que ldel = 
= do ; la notation concise correspondante en est de = n do. 
En physique, l’intégrale de surface de deuxième espèce s’appelle flux du 
vecteur F à travers la surface orientée S. 
Passons dans l’intégrale 7 à l’intégration suivant les paramètres (4, v). 


Nous avons 


er [(P DO: |, ,DEX) , RE )du dv 
Ê D(u, v) Du, v) Du, v) 


où 
P = P{x(u, v), y(u, v), z(u, v)], 
Q = Qfx{u, v), y(u, v), z(u, v)], R = Rfx(u, v), y(u, v), z(u, v)]. 

Le signe dépend du choix de l’orientation de la surface S. Supposons 

que l’équation de la surface S se laisse écrire simultanément sous la forme 
z = f(x y), (X y)E À, y = f,(Z x), (4 xX)E A, 
X = f,(y, 7), (7, 7)€ À. 
® 

Proposons-nous de réduire les expressions des intégrales de surface de pre- 
mière espèce à des intégrales doubles suivant les variables (x, y), (z, x), 


(}, z) respectivement. Dans le premier cas u = x, vu = y, dans le second, 
u = Zz,u = xet dans le troisième, u = y, vu = z. Donc 


| FCx, Y, z) do = 


Ld 
LL 


À Ft, aa: 9, 21 I Ey + E; 


Il 
CE 
a 
* 
= 
= 
# 
= 
+ + 
&È 
+ 
COTES 
SS 
or Tr 
o.' 
*< 
[en 
à - 
1] 


e.' 
N 
©. 
a 
Il 


9z 


À, 


[FLA 0 2,9. a | + ) , (9 jar az 


A, 
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1] + (Ÿ ) + ( ) = I : 
ox dy [cos (n, z)| 
df, \! df, Ÿ _ | 

É ) b () _ Icos (n, p)l’ 

DONOE 
dy Ôz |cos (n, x)! 


Toutes les expressions des intégrales de première espèce s’obtiennent 
formellement en remplaçant l’élément de surface do par les expressions 


dx dy = dzdx dydz 


a ——_——_———— —————_—_— 
— = — 


cos (n, z)l lcos (n, y)! |cos (n, x)! 


Ici 


Donc pour les intégrales de surface de deuxième espèce on a 


ÎFn do = ([P(x, y, z) cos (n, x) + Q{x, y, z) cos (n, y) + 
S S 

+ Rx, y, z) cos (n, z)]do = 
[PL O, 2), y, z] sign [cos (n, x)]dy dz + 


À 


+ 


| OLx, f,(, x), 2] sign [cos (n, y))dz dx + 


À} 


+ Ï Rx, y, J.(x, »)] sign [cos (n, z)]Jdx dy, 

A. 
où 

+ 1 pour x > O, 

= 0 pour x = 0, 

— | pour x < 0. 


sign x = Es 
|xl 

Introduisons la notion de surface plane orientable A*, A}; A, très 
utile pour les applications. On admet que l’orientation de la surface 4 est 
positive si le sens de parcours de la frontière de la surface S projetée sur le 
plan (y, z) est tel que le domaine À, reste toujours à gauche (parcours dans 
le sens antihoraire). Dans le cas contraire l’orientation de la surface plane 
est négative. Mêmes raisonnements pour les surfaces planes orientables 
A} A. Définissons l’intégrale suivant la surface orientable 4* : 


[S, 2) dy dz = + [JG 2) dy dz. 


e 
AY À% 
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Le signe « plus » correspond à l’orientation positive de la surface, le signe 
« moins », à l’orientation négative. Conformément à cette convention on a 
donc 


(Fn do = | PCx, ÿ, z) dy dz + 
S À: 


+ | Q(x, y, z) dz dx + ÎR(X, Y, z) dx dy. 
| 


A° : 


e 


$S 7. Formule de Gauss-Ostrogradsky 


En physique, on se sert souvent de la formule dite de Gauss- 
Ostrogradsky établissant le lien qui existe entre l’intégrale suivant un 
volume f et l’intégrale suivant la surface S délimitant ce volume : 


fdiv F(x, }, z)dV = | Fn do. 
S 


V 


Ici n est le vecteur unitaire de la normale à la surface S dirigé vers l’exté- 
rieur de V,et 


F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + Rx, y, z)k, 
0P 90Q 40R 
div F(x, » = — + — + —., 
MU TOTLe 

La quantité div F s’appelle divergence de la fonction vectorielle F. 

Déduisons tout d’abord la formule de Gauss-Ostrogradsky dans le cas 
où P = Q = 0 pour un domaine cylindrique de génératrice dirigée suivant 
l’axe OZ : 

P(X Y) < FA < Pa(X, }), (x, Y)E À., 


où À. est la projetée des bases du domaine cylindrique sur le plan (x, y) 
(fig. 19). En remplaçant l'intégrale triple par une intégrale itérée, on trouve 


zZ=P,(x,y) 


2=P,(x, y) 


Fig. 19 
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Paix, y) 


ôR ôR 
= dV = \dxd —— dz = 
Es [axar | 0Z 
° A 


Six ») 


e 
- 


= [dx dy Rx, y, #,(x, y)] — Rx, y, #1(x y)]] = 


À. 


= Rx, ÿ, z) cos (n, z) do. 


S 


On a utilisé essentiellement le fait que cos (n,z) = 0 sur la surface laté- 

rale du cylindre, cos (n, z) > O sur la surface z = w,(x, y) et 
dx dy 

lcos (n, z)l 

Nous avons prouvé la formule de Gauss-Ostrogradsky dans le cas de 

P = Q = 0 pour des volumes F de forme spéciale. Dans le cas général, on 

peut représenter le volume considéré comme une somme de volumes de 


cos (n, z) < 0 sur la surface z = #,(x, y). En outre, do = 


forme spéciale : F = y V:. En outre, 
J 


OR(X, y, 
(IRC 2 8 dy = ) [re cos (n, z) do. 
0Z 
[2 J S; 
Les portions des intégrales de surface correspondantes aux frontières entre 


deux volumes adjacents : s’éliminent, car pour de telles surfaces cos (n, z) 
est de signe contraire. On a donc 


(5 dy = [R cos (n, z) do. 
0Z 


V S 


De façon analogue on trouve 


P cos (n, x) do, 


+ 


Va#” 
fer 


H cos (n, >) do. 
S 


En additionnant les relations obtenues, on retrouve la formule de Gauss- 
Ostrogradsky. 

Considérons le cas particulier de la formule de Gauss-Ostrogradsky : 
lorsque la fonction vectorielle F(x, y, z) ne dépend pas de z, R = 0, et le 
volume Fest un cylindre de hauteur À dont la base inférieure À est située 
dans le plan (x, y) et y est délimitée par le contour F :x = x{(s),y = y(s), 
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0 < s < /. Convenons que l’orientation du contour l'est choisie telle que 
lorsque l est parcouru dans le sens positif, son intérieur reste toujours à 
gauche. Nous avons 


h 
[aiv Fay _ [ac (É + Se Jax dy. 
0x dy 
0 A 


Les intégrales de surface prises suivant les bases du cylindre sont nulles, 
puisque les fonctions sous le signe de l’intégrale contiennent les facteurs 
cos (n,x)et cos (n, y) nuls. Pour calculer l’intégrale suivant la surface late- 
rale du cylindre, nous retenons comme paramètres les variables z et s, 
0<z<h,0<Ss< [. On a alors 


(CP cos (n, x) + Q cos (n, })] do = 
S 


h l 
= (dz {{P cos (n, x) + Q cos (n, })] ds, 
0 O0 


puisque dans ce cas do = dz ds (à vérifier à titre d’exercice). Remarquant 
que le vecteur 1 de la tangente à la courbe l s’obtient du vecteur n moyen- 


nant une rotation de l’angle x/2 dans le sens antihoraire (fig. 20), on trouve 
Ch D=mboe L ohne to 
ds ds 


et donc la formule de Gauss-Ostrogradsky nous conduit à l’égalité 


| es + 2 Jar 


/ 


[PC » À - QU, » À |es = 


(P dy - Qdx. 


r 


En changeant dans cette relation Q en — Q, on obtient la formule dite for- 


Fig. 20 
19— 6441 
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mule de Green : 


0P 0Q : 
(É à }ax a» = [Pay + Q dx. 
A [à 

Rappelons que FT est le contour délimitant le domaine À, et lorsque ce con- 
tour est parcouru dans le sens positif, le domaine À reste à gauche, ce qui 
correspond à l'orientation positive d’un domaine plan. Nous admettons 
que les vecteurs i, j, k constituent un trièdre droit, c’est-à-dire que le tire- 
bouchon à hélice droite tourné dans le sens amenant le vecteur i sur le vec- 
teur j se déplace dans la direction du vecteur k. Dans ce cas le sens de par- 
cours positif du contour d’une surface plane située dans le plan (x, y) cor- 
respond à la direction du vecteur k. Même raisonnement concernant les 
plans (y, z), (z, x). 


Exemple. Soit à calculer l’intégrale Z = {x dy + y dx, où L est une 
F 
ellipse x2/a?2 + y?/b? = 1. 
La formule de Green nous donne 


ax dy 
L' = A er ter d d = e 
AE à Jax dr : 
S 


$ 8. Formule de Stokes 


Aussi souvent que la formule de Gauss-Ostrogradsky, on utilise en 
physique la formule de Strokes : 


{rot F(x, }, z) de = Î FCx, ÿ, 2) ds, 
S r 
dans laquelle 


F(x, y, z) = P(x, y, z)i + QÙUx, y, z)j + Rx, y, z)k, 


3R 3Q\. /f8P ôR\. ( ôP ) 
= —  — FRE + + A k, 


L est le contour délimitant la surface S et orienté conformément à l’orienta- 
tion de la surface S. La formule de Stokes dit : le flux du vecteur rot F (rot 
pour le rotationnel) à travers la surface orientée S est égal à la circulation 
du vecteur F suivant le contour F délimitant la surface S et dont l’orienta- 
tion est conforme à celle de la surface S. 

Prouvons la formule de Stokes pour une aire différentiable élémentaire 
décrite par l’une des équations suivantes : 


x = f,0, 7), U,7)eAÀ,; y = f,( x), ( x)e À, ; 
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z = f,(x, y), (x y)e À. 
Nous avons 
[rot F de = [TC — 2 Jces (n, x) + 
dy 0Z 
S ‘ S 
Es — = }cos (n, y) + ( — e }cos (n, z) ac. 


Considérons dans cette intégrale les termes en P(x, y, z). Les vecteurs n 
et 2 i + 2 j — k étant proportionnels sur la surface z = f,(x, y),ona 
x y 
cos (n, y) = —cos (n, 2) 2. Donc sur la surface z = f,(x, y)ona 


SLR (n, y) — ee (n, z) = 
0z dy 


0P pl OPI[x, y, f,(x, 2)} 


= — : — + = ’ 
cos (n, z) É à cos (n, z) y 


Supposons pour fixer les idées que la projetée d’une surface orientée S 
sur le plan (x, y) est une surface À. plane orientée positivement (le cas de 
l’orientation négative se traite de façon analogue). On a 


| É cos (n, y) — es (n, z) Jde = 
J L0z dy 


A M 
dx dy. 


A. 


e 


D’après la formule de Green, la dernière intégrale est égale à 
| PIx, y, f(x, y)Idx, où T°. est le projeté du contour T° sur le plan (x, y). 


lz 
Le contour F est défini par les équations de la forme x = x(s),y = y(s), 
z = z(5s),0 < s < L, s est le paramètre naturel. On a donc 


(PIX, », ,Gx, y) dx = 


r, 


e 


! 
(] 
= À PX CS) 6), SEX), » (5) D ds = (Pc }, z) dx, 
0 r 
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P(x, }, z) dx. 


| É cos (n, y) — Fe (n, z) Ido 
J L9x dy 
S 


Il 
7 n—, 


D'une façon analogue, on obtient les égalités 


| É cos (n, z) — Se cos (n, x) Îée Q(x, y, z) dy, 
S 


ax 


Il 
1e —, 


| É cos (n, x) — cs cos (n, y) [ee 
ox 
S 


[rc y, z) dz. 
dy 
r 


En additionnant ces égalités, on trouve 


{rot F(x, y, z) do = | P dx + Qdy + Rdz = ÎFCx, ÿ, 2) ds. 
S 


r r 


C’est précisément la formule de Stokes. 

Les calculs précédents n’ont pas de sens si la projetée d’une surface sur 
le plan (x, y) n’est pas une surface plane, mais une courbe, c’est-à-dire 
lorsque l’on a sur la surface cos (n, z) = 0. On peut dans ce cas prendre 
pour équation de la surface non pas z = f,(x, y), mais y = f,(z, x), la 
fonction f,(z, x) ne dépendant pas de z. On a en définitive 


LA cos (n, y) — LT (n, z) |do = e dz dx, 
0Z 0y 0Z 
S Ay 
où A, est la projetée de la surface S sur le plan (z, x). A l’aide de la for- 


mule de Green on peut transformer cette intégrale en intégrale |P dx, en 
r 
parfaite analogie avec le cas précédent. 

Prouvons la formule de Stokes pour une surface différentiable par mor- 
ceaux arbitraire S. A cet effet, partageons S en surfaces élémentaires S, 
vérifiant les conditions posées plus haut. Soit l'; le contour délimitant S, et 
orienté comme le veut l’orientation de S.. On a alors 


{rot F de L D {rot F de = y ÎF ds. 


i S, i F, 


Les contours l; comportent des parties du contour let les frontières com- 
munes aux surfaces adjacentes à S,. Les sens de parcours des portions de 
frontières communes à deux surfaces voisines étant contraires, les intégra- 
les curvilignes prises suivant les frontières communes se compensent 
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mutuellement, c’est-à-dire que 


Y ÎF ds = ÎF ds. 
i Tr, r 

On a prouvé la formule de Stokes pour ce cas aussi. Indiquons en conciu- 
sion une forme d'inscription commode du vecteur rot F au moyen du 
déterminant : 


i j k 
roF=|2 © | 

OX dy dZz 

P Q R 


On développe ce déterminant suivant les éléments de la première ligne, 


9 d à. . x 
en plaçant les symboles -—, ——, —— à la première place et les polynômes 
ox dy 0Zz 


P, Q, R à la seconde dans chaque terme de la somme. Par produit _ Pon 


entend s et ainsi de suite. 
y 


Exemple. Soit à calculer l’intégrale 


I = $C + z)dx + (z + x) dy + (x + y) dz, 
r 


où F est une courbe fermée définie par les équations x = cos f, 
y = cos 21, z = cos 34, 0 < t < 2», parcourue dans le sens des f crois- 


sants. Posons F = (y + z, z + x, x + y). Alors I = &F ds. D’après la 
r 


formule de Stokes, Z = frot F do, où la surface S a le contour F pour 
S 

frontière et est orientée en conformité avec l’orientation de T. Comme 

rot F = 0,ona7 = 0. 


Exercices. 1. Calculer à l’aide de la formule de Gauss-Ostrogradsky 
l'intégrale de surface de deuxième espèce 


[2x2 dy dz + y? dz dx + z2? dx dy, 
S 


où S est le côté extérieur de la frontière du cube0<x<a0<7y< a, 
0<z< a. 
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2. A l’aide de la formule de Stokes calculer l’intégrale 


ÎCx? — yz) dx + (y? — xz) dy + (22 — xy) de, 


C 


e e [] e (] e e h 
prise suivant une hélice définie par x = a cos y, y = a sin w,z = À 
LS 


du point (a, 0, 0) au point (a, à h). 
3. A l’aide de la formule de Green calculer l’intégrale curviligne 


&e*[(1 — cos y) dx — (y — sin y) dy], 


C 


où C est le contour, parcouru dans le sens positif, délimitant le domaine 
O<x< 7,0 < y < sin x. 


$ 9. Eléments d’analyse vectorielle 


Les expressions du gradient, de la divergence, du rotor acquièrent une 
forme particulièrement maniable si on les note à l’aide de l’opérateur vec- 
toriel 

4. Co) re) 


V=—i+—;)+—k. 
ax" dy 0Z 


Par exemple, grad f(x, y, z) se note sous la forme d’un « produit » du 
vecteur V par un « scalaire » f(x, y, z), dans lequel le vecteur V occupera 


la première place et f(x, y, z), la seconde. Par produits LA J, _ PA ee Î 
0x dy  dz 
on entendra les dérivées partielles of a . Ainsi donc, grad f = Vf. 


dx’ dy’ dz 
De même, en vertu des conventions faites, on peut noter l’expression de 
div F(x, y, z) sous la forme du produit scalaire du vecteur V par le vecteur 
F(x, y, z), où 


F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k. 


Donc, div F(x, y, z) = VEF(x, y, 2). 

Pour la notation concise du vecteur rot F(x, y, z) nous aurons besoin 
du produit vectoriel c des vecteurs a et b : le vecteur c est orthogonal aux 
vecteurs a et b, Ici = lal-1lbl sin &, où y est l’angle que font entre eux les 
vecteurs a et b, les vecteurs a, b, c constituant le trièdre droit (notation : 
c = a X b). : 
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Les propriétés suivantes découlent de la définition du produit vecto- 
riel : 
1°b X a = —a X b. 


2° (Ka) xX b = ka X b),a X (kb) = k(a X b). 

327a x (b+c)=axb+ax ce. 

Prouvons la propriété 3° (les deux premières sont évidentes). Remar- 
quons préalablement que la propriété 2° nous permet de supposer que 


lal = 1 ;en outre, a X b = a X b,, où b, est le projeté du vecteur b sur 
un plan perpendiculaire au vecteur a (fig. 21). On a donc 


ax b+ax cc = 


=axXb +axc, = d, + d.. 
Supposant que le vecteur a est perpendiculaire au plan du dessin et est 
dirigé vers l’observateur, on peut se servir de la figure 22, où d, 1 b,,d, 1 
1 cet id,l = 1b,l,ld,l = Îce,l. On voit sur le dessin que le vecteur d, + 
+ d, est orthogonal au vecteur b, + c,et Id, + d,i = Ib, + c,l. Or, ceci 
signifje précisément que d, + d, = a X (b, + c,), c’est-à-dire que a X 
Xb+axc 


= a X (b + c), ce qu'il fallait démontrer. 
Les propriétés 3° et 1° impliquent 


a+bxc=axc+bxe 


d,-d: 
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et une propriété plus générale 


(5 a.) x (ze) = La x b. 


Soient a = ai + a,j + a,k,b = bi + b,j + b.,k.Icii, j, k sont des vec- 
teurs unitaires des axes orthogonaux Ox, Oy, Oz. Comme i x j = k, 
jxXk=i,kXxXi=j,ona 


a X b= (a,b, — a,b,)i + (a,b, — a,b,)j + (a, b, — a,b,)k = 


i j k 
— [4 da 4, 
b, b, b, 


Par conséquent, l’expression rot F(x, y, z) peut être formellement 
notée comme suit à l’aide de l’opérateur vectoriel V : 


rot F(x, y, z) = V X F(x, y, 2). 


La notation de diverses expressions à l’aide de l’opérateur V s’avère être 
très commode lorsqu'on cherche à écrire des expressions encombrantes 
sous une forme plus simple. Ce faisant, on peut se servir des expressions 
suivantes 


a X (b x c) = b'(a:c) — c’(a:b), 
(a X b):c = (b X c)h°:a = (ce X a)-b 


faciles à vérifier. 

En outre, vu que l’opérateur V contient des dérivées premières, en 
appliquant les expressions où figure V à un produit de deux facteurs, on 
obtient une somme de deux termes dans chacun desquels l’opérateur V agit 
sur l’un des facteurs (il est commode de le noter V', ou V ; suivant qu’il agit 
sur le premier ou le second facteur). 


Exemples. 1. div [f(x, y, z)F(x, y, z)] = VU(x, y, z)F(x, y, 2)] = 
= VL(x, y, 2)F(x, y, 27)] + VAUX, y, 2)F(x y, 2)] = F(x, y, 
z)"grad f(x, y, z) + f(x, y, z) div F(x, y, 2). 

En particulier, si F(x, y, z) = a est un vecteur constant, on a 


div [/(x, y, z)a] = a grad f(x, y, z). 
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Cette relation aidant, on peut tirer de la formule de Gauss-Ostrogradsky 
une relation très commode pour les applications. En posant dans cette for- 
mule F(x, y, z) = f(x, y, z)a, on trouve 


P162 y, z) de’a = {grad f(x, y,z)dV'a 


S Ca 


et aussi 


(GX, y, 2) de = [grad f(x, y, z) dp, 


S V 


car le vecteur a est arbitraire. 

2. div {F,(x, y, z) X F,(x, y, 27)] = VE, XE) = V;:(F, XF) + 
+V'EXE)=E UV; xXF)-FVXxE)=E'rotF, — FrotF.. 

3. rot [F,(x, y, z) X Ex, y, z)]) = VX [FE xXE]=V,x{F x 
XE]+V, X{F XE]=F-UV'E)-E'OU;:E,) + F'(V.'E) - 
— EVE) = EVE, — EVE) + EVE) — EF: V,)E, = 
= (F,-V})F, — E, divF, + F, divEF, — F,°:V}F.. 

4. rot rot F(x, y,z) = VX [V x F] = V:-(V:-F — (W:-V}F = 
= grad div F — AF. 

9? 0? 


2? 
Ici A = V:V = Vi = = + — + —— est l’opérateur de Laplace. 
ôx? dy?  àz? 7” è 
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ques, espaces vectoriels et opérateurs linéaires. Des réponses exhausti- 
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